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∑
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��&������� "	
�
(���

τi : [v0, v1]→ X< (���3
 ∂τi = σi − σ0� �� �
��


∂
(∑

i

kiτi
)
=

∑
i

kiσi −
∑
i

kiσ0 =
∑
i

kiσi,

��� ���
∑

i ki = 0� '������������<
∑

i kiσi A &���� �< � ������ Ker ε ⊂ Im ∂1� �

��
'��(
��
 �� � ,�
������ ����� X = pt �
�
� ��� H0(pt) = Z � Hn(pt) = 0
��� n > 0&

'��������	����& 0�� X = pt �
���
� ����
������� 
��&������� n	
�
(���
 σn
��� �>:�&� n< (���3


∂(σn) =
n∑
i=0

(−1)iσn−1 =

{
0, �
�� n ���3��� ��� n = 0,

σn−1, �
�� n �3��� � n �= 0.

2���
 �:����
< 
��&�������  �(��� ��
(���
 ��� X = pt �
��� ���

. . . −→ Z
∼=−→ Z

0−→ Z
∼=−→ Z

0−→ Z −→ 0,

� �&� &�
���&�� ���������� �� �
��>�����
 H0
∼= Z� �

$�$� -������������	�� � ���������
	��� �����������	��� ,��
� 
� (���	
-�
< ��� &�
���(���
�� ;������������ (��
����
��� �
�>� ���
������ &��((�
&�
���&��� 0�� ;��&� 
� 
������ �:���

�< ��� &�
���&�� ����>�
� ��������
 ��
����&���� ��(���&���
��� (��
����
�� � ����&���> �:������ &��((< ���� ��(�����	
��� ���:��-���� f : X → Y ���� ����� &�
�
�����
 f∗ : Hn(X)→ Hn(Y )� ,���
 
�
����-�
< ��� f∗ ������
� ���
�����
�
< �
�� f A &�
���(���
��� ;�����������
���
0�� ���:��-���� f : X → Y �(������
 &�
�
�����
  �(�� f# : Cn(X)→ Cn(Y )<

���� ��
(��� �> 
��&������� 
�
(���
�� σ : Δn → X 
 f < ���� f#(σ) = fσ : Δn → Y <

 (�
����>B�
 (�����-����
 (� �������
��� ��� ;��
 f#∂ = ∂f#< ��� ���

f#∂(σ) = f#
(∑

i

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vn]
)
=

∑
i

(−1)ifσ|[v0,...,v̂i,...,vn] = ∂f#(σ).

2���
 �:����
< 
� �
��
 ��

��������> ���&��

�

. . . −−−→ Cn+1(X)
∂−−−→ Cn(X)

∂−−−→ Cn−1(X) −−−→ . . .⏐⏐�f# ⏐⏐�f# ⏐⏐�f#
. . . −−−→ Cn+1(Y )

∂−−−→ Cn(Y )
∂−−−→ Cn−1(Y ) −−−→ . . .

6�� 
���� �� �(�
�����
� 
����>B�
� ��&�:�����
��
� (������
�� ��
�� C• =
{Cn, ∂} � C ′

• = {C ′
n, ∂} A ���  �(��� ��
(���
�� ��:�� &�
�
�����
�� f =

{fn : Cn → C ′
n n � 0}< ��������
� �����
 ������%����
  �(��&� ��
(���
� C•

�  �(��� ��
(���
 C ′
•< �
�� ��(������ 
�����F���� f∂ = ∂f �

��
'��(
��
 ��"� -����� ������%���� f : C• → C ′
• ���������� ��
�
��#��
�

����� ��
������ .��� ��
�������* f∗ : Hn(C•)→ Hn(C
′
•)* ����+


�D (fg)∗ = f∗g∗ ��� ��
������� ������%���� C•
f−→ C ′

•
g−→ C ′′

• /
:D (id)∗ = id* ��� id ���������� ��%���������� ������%����&



��

'��������	����& '�����F���� f∂ = ∂f ����3�< ��� f (��������  ���� �  ���� C��
∂c = 0 
������< ��� ∂f(c) = f(∂c) = 0D � (�������� &���� � � &���� � C��� ���
f(∂b) = ∂f(b)D� '������������< f ���� ����� &�
�
�����
 f∗ : Hn(C•) → Hn(C

′
•)�

'���
��� �D � :D ��������� �
������B��
� � ��(���&���
��� 
���� ��< 
� (������
< ��� ���:��-���� ��(���	

&���
��� (��
����
�� f : X → Y ���� ����� &�
�
�����
� �� &��(( 
��&�������
&�
���&�� f∗ : Hn(X) → Hn(Y )< �����������>B�� 
�����F����
 �D � :D �� (�����	
-���� $�*� 6�� 
���
��� � ��������
� �������������
��> &��(( &�
���&���
0���� 
� (���-�
< ��� &�
���(��� ���:��-���� (��
����
�� ���� ���>� ���	

������� &�
�
�����
� �� &��(( &�
���&��� 0�� ;��&� ��
 (�����:��
� ��&�:���	
��
��� �����& &�
���(���
0��  �(��� ���:��-���� f : C• → C ′

• � g : C• → C ′
• ������>�
� ����� ��
�������


�< �
�� 
�B�
����� ��:�� ���:��-���� P = {Pn : Cn → C ′
n+1, n � 0} C�������
��

������ ��
������� 
�-�� f � gD< �����������>B�� 
�����F����


∂P + P∂ = g# − f#.
6�� �(�
�����
� ��

��������� ���&��

��

. . . �� Cn+1

∂n+1 ��

g#−f#
��

Cn
∂n ��

Pn
���
�

����
�

��

Cn−1
��

Pn−1
���

����
� ��

. . .

. . . �� C ′
n+1 ∂n+1

�� C ′
n ∂n

�� C ′
n−1

�� . . .

��
'��(
��
 ��#� -���� ��
������� ������%���� f, g : C• → C ′
• ��������
�

���� � ��� %� ��
�
��#��
 ��
������0 f∗ = g∗&

'��������	����& E
�� c ∈ Cn A  ���< �� g(c) − f(c) = ∂P (c) + P∂(c) = ∂P (c)< ���
��� ∂c = 0� 2���
 �:����
 g(c)− f(c) A &���� �< ���� g∗[c]− f∗[c] = 0� �
2�(��� 
� 
���� ����3

� � 
��&������
 &�
���&��
�

�
��
�� ��$� ,�
������� ������%���� ����������� f, g : X → Y ��������
�
���� � ��� %� ��
�
��#��
 ����������� ��
������0 f∗ = g∗&

'��������	����& 0�� ����������
��� ��
������� (�
������  �(��> &�
���(�>
P : Cn(X) → Cn+1(Y ) 
�-�� f# � g#� ��
 (�����:��
� �����&��� �� C���:��	
��� �� 
�
(���
�D (���
� Δn × I� ��
�� v0, . . . , vn A ���F��� �
������� Δn ×
{0}< � w0, . . . , wn A ���F��� �
������� Δn × {1}� ��F� �����&��� �� (���
�
Δn × I �
��� n + 1 
�
(���
�� ���
����
�� n + 1< ��-��� �� ������� �
��� ���
[v0, . . . , vi, wi, . . . , wn]< i = 0, . . . , n� ��-�� (�������� C������D< ��� ;�� A ���
���	
������ 
�
(�� ������� ��
(���
� '����� n = 1 � n = 2 (������� �� ��
� )�
��
�� ��(��� ���� &�
���(�� F : X × I → Y 
�-�� ���:��-����
� f � g� .(��	

����
 ����
����� ��������� P : Cn(X)→ Cn+1(Y ) (� ���
���

P (σ) =
∑
i

(−1)iF ◦ (σ × id)|[v0,...,vi,wi,...,wn],

&�� σ : Δn → X < � F ◦ (σ× id) A ��
(��� �� Δn × I → X × I → Y � �� (���-�
< ���
(���
����� �(������� ����>�  �(��> &�
���(�> 
�-�� f# � g#< ���� �����������>�

�����F���>

∂P = g# − f# − P∂.
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�
�
�
�
�
�
�
��

v0 v1

w0 w1

�
�
�

�
�
�
�
�
�

��
��

��
��

��
��

��
���

�
�

���������

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

���������

v0

w0

v1

w1

v2

w2

���� �� 2����&��� �� (���
� Δn × I�

���
������
�� ����� ��
�� ;��&� 
�����F���� (���
������� &���� � (���
�< � ���
����� � (����� ��
�� (���
�����>� ������� �
������� Δn × {1}< ��-��� �
�������
Δn × {0} � :�����> (�������
�� ∂Δn × I (���
�� 0�� ����������
��� 
�����F����
(�����3
 ����
�����!

∂P (σ) =
∑
j�i

(−1)i(−1)jF ◦ (σ × id)|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn]+

+
∑
j�i

(−1)i(−1)j+1F ◦ (σ × id)|[v0,...,vi,wi,...,ŵj ,...,wn].

H���� 
 i = j � ;��� ���� 
�

�� ����
�� 
����B�>�
�< �� �
��>�����
 ������

F ◦ (σ× id)|[v̂0,w0,...,wn] = g ◦σ = g#(σ) � −F ◦ (σ× id)|[v0,...,vn,ŵn] = −f ◦σ = −f#(σ).
H���� 
 i �= j A ;�� � �����
�� −P∂(σ)< ��� ���

P∂(σ) =
∑
i<j

(−1)i(−1)jF ◦ (σ × id)|[v0,...,vi,wi,...,ŵj,...,wn]+

+
∑
i>j

(−1)i−1(−1)jF ◦ (σ × id)|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn].

�� ��������< ��� P A ;��  �(��� &�
���(�� 
�-�� f# � g#< � ������ f∗ = g∗� �

M� �����
� $�+ � 
���
�� �D< :D �� (�����-���� $�* ��
������� ��������

��
'	���
 ��%� (��� f : X → Y 1 ��
����������� .�������������	* �� �������
�������� ������%���� ��
������ f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) �������� ���
��#��
�
 ���
�
���� n&

��
'	���
 ��)� ,�
���������� .������������ ������������ �
�
� ���
��#���
������ ��
������& 2 ���������* ���� X ��������
�* �� H̃n(X) = 0 ��� �
���� n&

$�)� .������ ������ ��	�
'����
����	�� ��������,� ��(�
��
< ��� (�
����	
��������
�� &�
�
�����
�� �:������ &��((

. . . −→ An+1
fn+1−→ An

fn−→ An−1
fn−1−→ . . .

��������
� ������< �
�� Ker fn = Im fn+1 ��� �>:�&� n� 2���� (�
������������
��
������
�  �(��
 ��
(���
�
 
 ����������
� &��((�
� &�
���&���



��

2����� (�
������������
�� ����

0 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 0

��������
� �������� ������ ������������	����	
� � ��� &�
�
�����
 f ��J��	
�����< g 
>�J������� � C ∼= B/ Im f �
7�

��������� ���&��

� ����

0

��

0

��

0

��
. . . �� An+1

∂ ��

i
��

An
∂ ��

i
��

An−1
��

i
��

. . .

. . . �� Bn+1
∂ ��

j

��

Bn
∂ ��

j

��

Bn−1
��

j

��

. . .

. . . �� Cn+1
∂ ��

��

Cn
∂ ��

��

Cn−1
��

��

. . .

0 0 0

� ������� 
����� ����>�
�  �(��
� ��
(���
�
�< � 
���: � A �������
� �����
�
(�
������������
��
� &��((< ��������
� �������� ������ ������������	����	


������ ��
�������� �� :���
 �
(��������� �:��������� 0→ A•
i−→ B•

j−→ C• → 0�
2�� ��� ���:��-���� i � j � �������� (�
������������
�� ����>�
�  �(��
�< ���

���� ���>� &�
�
�����
� &��(( &�
���&�� Hn(A•)
i−→ Hn(B•)

j−→ Hn(C•)�
0���� 
� �(�F�
 �B3 ���� &�
�
�����
 ∂ : Hn(C•) → Hn−1(A•)< �������
��

��������
 ��
�
��#��
�
� K�


����
 ���

 &�
���&�� [c] ∈ Hn(C•)< (���
������	
���  ����
 c ∈ Cn� 2�� ��� j A ;(�
�����
< c = j(b) ��� ��������&� b ∈ Bn� 2�&��
j(∂b) = ∂j(b) = ∂c = 0< ���� ∂b ∈ Ker j = Im i� '������������< ∂b = i(a) ��� ��������	
&� a ∈ An−1� ��� ;��
 ∂a = 0< ��� ��� i(∂a) = ∂i(a) = ∂∂b = 0< � i A 
���
�����
�
2�(��� �(������
 ∂[c] = [a]� ���:����
� (��������< ��� (��������� ���:��-����
∂ : Hn(C•)→ Hn−1(A•) �(�������� ��������� C���� �� ����
�� �� (�������� � ��:���
c< b � aD � ������
� &�
�
�����
�
� 6�� (������� 
� �
������
 � ����
��� �������
��� ���� �� (����� �����
 &�
���&���
��� ��&�:���

�
��
�� ��*� $������� ������ ������������	����	 ������ ��
�������

0 −→ A•
i−→ B•

j−→ C• −→ 0

���������� 3������
4 �����
 ������������	����	 ����� ��
������0

. . . −→ Hn(A•)
i∗−→ Hn(B•)

j∗−→ Hn(C•)
∂−→ Hn−1(A•)

i∗−→ Hn−1(B•) −→ . . .

'��������	����& K�

�-�����< �
(������
�� (�� ����������
��� ������>�
� ?���	
&��

��
 (��
��
@� ���:����
� �������� + ���>������
Im i∗ ⊂ Ker j∗� 0��
���������< �����
��� ji = 0 ����3� j∗i∗ = 0�
Im j∗ ⊂ Ker ∂� E
�� [c] ∈ Im j∗< �� c = j(b)< &�� ∂b = 0� 2�� ��� (�� �(���������

&�������&� &�
�
�����
� 
� (���&��
 i(a) = ∂b< (������
 a = 0< ���� ∂[c] = [a] = 0�
Im ∂ ⊂ Ker i∗� ��
�� [a] = ∂[c]� 2�&�� i(a) = ∂b< � ������ i∗[a] = [∂b] = 0�



��

Ker j∗ ⊂ Im i∗� ��
�� j∗[b] = 0� 2�&�� j(b) = ∂c′ ��� ��������&� c′ ∈ Cn+1< 2��
��� j A ;(�
�����
< c′ = j(b′) ��� ��������&� b′ ∈ Bn+1� ��� ;��
 j(b − ∂b′) =
j(b) − ∂j(b′) = j(b) − ∂c′ = 0� '������������< b − ∂b′ = i(a) ��� ��������&� a ∈ An�
6��
��� a ������
�  ����
< ��� ��� i(∂a) = ∂i(a) = ∂(b − ∂b′) = ∂b = 0< � i A

���
�����
� '������������< i∗[a] = [b− ∂b′] = [b]< ���� [b] ∈ Im i∗�
Ker ∂ ⊂ Im j∗� ��
�� ∂[c] = 0� � �:���������� �� �(��������� &�������&� &�	


�
�����
� ∂ 
� �
��
 ∂[c] = [a]< ���� � ��F�� 
���� �� a = ∂a′ ��� ������	
��&� a′ ∈ An� 0����< i(a) = ∂b� K�


����
 ;��
��� b − i(a′)� 6�� A  ���< ����
∂(b − i(a′)) = ∂b − i∂(a′) = ∂b − i(a) = 0� 7��
� ��&�< j(b − i(a′)) = j(b) = c< �
������ j∗[b− i(a′)] = [c]�
Ker i∗ ⊂ Im ∂� ��
�� i∗[a] = 0� 2�&�� i(a) = ∂b ��� ��������&� b ∈ Bn� 6��
���

j(b) ������
�  ����
< ��� ��� ∂j(b) = j(∂b) = ji(a) = 0� 2�&�� (� �(��������>
&�������&� &�
�
�����
� 
� �
��
 ∂[j(b)] = [a]� �
$�*� ����	��
����
 ������ ��������, � ������ ��	�
'����
����	�� �����

2�(��� 
� (��
���
 ��&�:�����
��� (�
������� (������B�&� ������� � ��(���&�	
��
��� 
���� ���
��
�� A ⊂ X A (��(��
����
���< �� �� (X,A) A �������������� ����� .:����	

��
 ����� Cn(X,A) ������&��((� Cn(X)/Cn(A)� 2�� ��� &�������� &�
�
�����

∂ : Cn(X) → Cn−1(X) (�������� Cn(A) � Cn−1(A)< �� ���� ����� &�������� &�
�	

�����
 ∂ : Cn(X,A)→ Cn−1(X,A)� � ���������� 
� (������
  �(��� ��
(���


. . . −→ Cn+1(X,A)
∂−→ Cn(X,A)

∂−→ Cn−1(X,A) −→ . . .

C
�����F���� ∂2 = 0 ��(������< ��� ��� ��� ��(������
� �� (������� � ������&��(	
(�
D� E&� &�
���&�� Hn(X,A) ������>�
� ���������	��
� ������
� ��
������
(��� (X,A)� 2���
 �:����


�D ;��
���� �� Hn(X,A) (���
������� ���������	��
� �����
�< �� �� ����
�
 �(�
� a ∈ Cn(X)< ��� ∂a ∈ Cn−1(A)N

:D ����
��������  ��� a (���
������� # � Hn(X,A) ��&�� � ������ ��&��< ��&��
�� ������
� ���������	��� ��������< �� �� a = ∂b + c ��� ��������� b ∈
Cn+1(X) � c ∈ Cn(A)�

�� �
��
 �������> �����> (�
������������
��  �(��� ��
(���
��

0 −→ C•(A)
i−→ C•(X)

j−→ C•(X,A) −→ 0

M� �����
� $�9 ��������

�
��
�� ���+� '�� ���� ����������� (X,A) �
��� 
���� ������ ������������	�
����	 ����� ��
������

. . . −→ Hn(A)
i∗−→ Hn(X)

j∗−→ Hn(X,A)
∂−→ Hn−1(A)

i∗−→ Hn−1(X) −→ . . .

M� ��&�:�����
��&� �(��������� &�������&� &�
�
�����
� � ������� ������ (�	

������������
�� &��(( &�
���&�� ��(�
���
������ �������� 
����>B�� �(�
����
&�������&� ���:��-���� ∂ : Hn(X,A) → Hn−1(A)� E
�� ���

 [a] ∈ Hn(X,A) (���	

������ ����
�������
  ����
 a< �� ∂[a] A ���

  ���� ∂a � Hn−1(A)�
��-� 
� (���-�
< ��� ��� ��
������� ����F�� (�� (X,A) ����
�������� &��((�

&�
���&��Hn(X,A) � ������ (�
������������
�� ��F� 
�-�� :��� ��
����� �� ?�:	


��>���>@ &��((� H̃n(X/A)� �������
�� ������ (�
������������
�� ��
� ��
 (��	
��� ;���������� ��
���
��� ��� ����
����� 
��&������� &�
���&�� (��
����
���



��

$�1� �
��
�� ���
/���� � 
0 	�
'	����� '���
��� ��������� ������
� ����

�� ��>����� 
���
�� 
��&������� &�
���&��< ������ &�
���(���
��� �����������	

��> � �����
� (�
������������
��
� (��� � ����
��� 
���
���� �� �����
� ����	
����� � 
����>B�
 (��������� 
� ����-�
 ���
�����
 Hn(X,A) ∼= H̃n(X/A) ���
?����F��@ (��� ��� ���

���
��� ���
�������� �����
� ����������

�
��
�� �����  ���	 ���� ������������ Z ⊂ A ⊂ X* ����+
 ��
������ ����
��������� Z �����%���� �� ������������ ������������ A& "���� ���
�����
(X \ Z,A \ Z) ↪→ (X,A) ���������� ���
��#��
�

Hn(X \ Z,A \ Z)
∼=−→ Hn(X,A), n � 0.

M
���
� 
����>B�� ;������������ ���
�������� �����
� ���������< �������
���-� :���� (������ ��� (����-�����

�
��
�� �����  ���	 ���� ��������������� A,B ⊂ X* ������������ �������
�������
� X& "���� ���
����� (B,A ∩B) ↪→ (X,A) ���������� ���
��#��
�

Hn(B,A ∩ B)
∼=−→ Hn(X,A), n � 0.

H��:� �:�����
�< ��� ��� ���
�������� �����
� ��������� ;�����������< (���	
-�
 B = X \Z � Z = X \B� 2�&�� A∩B = A \Z< � �
����� Z ⊂ intA ;�����������
�
����> X = intA ∪ intB< ��� ��� X \ intB = Z�
0���������
��� �����
� ��������� :���� ���� � 
����>B�
 (���&����< � (���


� (�����
 ��� �3 ��-��� 
���
�����
0�� (��� (X,A) ��


����
 (��
����
��� X ∪CA< ������� (�������
� �� X (��	


���������
 ����
� CA ��� A C���� ����� ������%���� ���-���� A ↪→ XD�

��
'��(
��
 ��� � 5
�
� 
���� ���
��#��
�

H̃n(X ∪ CA) ∼= Hn(X,A), n � 0.

'��������	����& �� �
��


H̃n(X ∪ CA) ∼= Hn(X ∪ CA,CA) ∼= Hn(X ∪ CA \ {v}, CA \ {v}) ∼= Hn(X,A),

&�� (����� ���
�����
 �������� �� ������ (�
������������
�� (��� C��� ��� ����

CA 
��&����
D< ������ ���
�����
 
������ �� �����
� ��������� C�����
� $�""N
���
� v A ���F��� ����
�D< � ������ ���
�����
 (���
����� �� �����
� ������

������ �� CA \ {v} �−→ A� �
��(�
��
< ��� ���:��-���� ���-���� A ↪→ X ��������
� ������������
< �
��

��� ������������� 
���
��� (�����-���� &�
���(�� C

� OPQ("< R*SD� ���
���
� ��	
��>�
� ���-���� ��������� (��(��
����
�� � ��������� (��
����
��� C���������
���� (X,A)D< � ���-� (��
��-�
��� A ⊂ X < ������� ����>�
� �����
� �����
�
��������
� 
���� ����
���
��� � X �

��
'��(
��
 ���"� (��� ���%���� A ↪→ X �������� ������������
* �� #������
������%���� q : (X,A)→ (X/A,A/A) = (X/A, pt) ���������� ���
��#��
�

q∗ : Hn(X,A)→ Hn(X/A, pt) = H̃n(X/A), n � 0.

'��������	����& E
�� A ↪→ X ������
� ����

������
< �� ���������:��-���� X ∪
CA→ (X ∪ CA)/CA = X/A ������
� &�
���(���
��� ;�����������
��> C

� OPQ("<

���
���� *�1SD< ��� ��� �����-����� 
������ �� (�����-���� $�")� �



��

��
'��(
��
 ���#� '�� �#��� Sn* n � 0* �
��


H̃i(S
n) ∼=

{
Z ��� i = n,

0 ��� i �= n.

'��������	����& ��� n > 0 ��


����
 (��� (X,A) = (Dn, Sn−1)N ��&�� X/A = Sn�
2����� (�
������������
�� ��� (�����3���� &�
���&�� �
��� ���!

H̃i(D
n) → Hi(D

n, Sn−1) → H̃i−1(S
n−1) → H̃i−1(D

n)
‖ ‖ ‖
0 H̃i(S

n) 0

M� �����
�� 
������< ��� H̃i(S
n) ∼= H̃i−1(S

n−1)� ��� (�
�B� ����� �� 
� 
����

�����-����� � 
����> n = 0< ��&�� S0 A ��� ����� � ��������� 
������ �� (�����	
-���� $�$ � $�)� �
.:�:B����
 (������B�&� �����-����� ������
� 
����>B�� �����
��

�
��
�� ���$ C���
�����
 ���
������D� '�� �
���� ������������ X �
�
� 
��
��� ���
��#��
�

H̃i(ΣX) ∼= H̃i−1(X).

'��������	����& 6�� �������� �� ������ &�
���&���
��� (�
������������
�� (���
(CX,X)< &�� CX 
��&����
�< X ↪→ CX ������
� ����

������
 ��� �>:�&� X �
CX/X = ΣX� �
�
��
�� ���%�  ���	 (Xα, xα) 1 ����� ����������� � ��
������
� �����
�*
��� ������� ���%���� xα ↪→ Xα ����
��� ������������
�& "���� �
�
� 
����
���
��#��
�

H̃n

(∨
α

Xα

) ∼= ⊕
α

H̃n(Xα), n � 0.

'��������	����& 6�� �������� �� ������ (�
������������
�� (��� (
⊔
αXα,

⊔
α{xα})

� �(��������� :�����
∨
αXα =

⊔
αXα/

⊔
α{xα}� �

��� (�
�B� &�
���&�� ��&�� ����������
� 
����>B�� ���

���
��� ����������

�
��
�� ���) C?�����������
�� ���
����
��@D� (��� �������� �������� 
��%��
���� U ⊂ Rm � V ⊂ Rn ��
��
��#��* �� m = n&

'��������	����& 0�� �>:�� ����� x ∈ U 
� �
��


Hi(U, U \ {x}) ∼= Hi(R
m,Rm \ {x}) ∼= H̃i−1(R

m \ {x}) ∼= H̃i−1(S
m−1) ∼=

{
Z (�� i = m,

0 (�� i �= m,

&�� (����� ���
�����
 
������ �� �����
� ���������< ������ A �� ������ (�	

������������
�� (��� (Rm,Rm \ {x})< � ������ A �� �����
� ������ ������ ��
Rm \ {x} → Sm−1� =����&����<

Hi(V, V \ {y}) ∼=
{
Z (�� i = n,

0 (�� i �= n.

2�� ��� &�
��
�����
 h : U → V ���� ����� ���
�����
� Hi(U, U \ {x})
∼=−→

Hi(V, V \ {h(x)}) ��� �
�� i< ���-�� :��� m = n� �
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$�+� .���/��
��	��� �
��
�� ���
/����� 0���������
��� :���� �
������ ��
��>����� ��

�< (������>B�� ����
���� &��((� &�
���&��< �
(������ ��F� ?
�	
���@ 
��&������� 
�
(���
�� ����
�� 
� :���
 �(�������� � ���
���� (�������<
� �
�����
 ��
:��������
 ��
���
����
 :���� :��� �������
��� (�������������
��
�� U = {Uj} A �������� (������� (��
����
��� X � .(������
 (��&��((�

CU
n (X) � Cn(X)< 
�
���B�> �� �����  �(��

∑
i niσi< ��� �:��� ��-��&� ���:��-����

σi : Δ
n → X 
����-��
� � ��������
 
��-�
��� �� (������� U � ��������� ���:	

��-���� ∂ : Cn(X) → Cn−1(X) (�������� CU
n (X) � CU

n−1(X)< (�;��
� &��((� CU
n (X)

�:����>�  �(��� ��
(���
� .:������
 �&� &��((� &�
���&�� ����� HU
n (X)�

!
��� ���*� 2��
����� ι : CU
n (X) → Cn(X) �������� ������ ��
����������� .��

������������	
* �& �& ��6������� ����� ������ ������%���� ρ : Cn(X)→ CU
n (X)*

��� ιρ � ρι ����� ��
������ ��%���������
 ������%����
& !���������	��* ι
���������� ���
��#��
� HU

n (X) ∼= Hn(X)* n � 0&

'��������	����& ��(�
��
< ��� :��� �����
 C���  �����
 ��-�
��D 
�
(���
�
[v0, . . . , vn] � (��
����
��� RN ��������
� ����� b = 1

n+1
(v0 + . . . + vn)� 7�������

��������
 ������������
 
�
(���
� [v0, . . . , vn] ��������
� 
�
(�� ������� ��
	
(���
< ���F���
� ������&� ����>�
� :��� ����� �
�� &����� 
�
(���
� [v0, . . . , vn]
C���>��� 
�
 
�
(���
DN (�� ;��
 ��:�� :��� ������ &����� ������
� 
��-�
���

���F�� 
�
(���
� � :��� �������
��
 (�����:����� ������ ��&��< ��&�� ;�� &����
�:����>�  �(���� ���-����� ���& � ���&�� ��	���&�
� :��� �������
��� (�����	
:����� 
�
(���
� 
�-�� �(�������� ����������! :��� �������
��� (�����:�����
0	
����&� 
�
(���
� C�����D �
�� 
�
� ;�� �����< � (�� k > 0 :��� �������
��� (��	
���:����� k	
����&� 
�
(���
� (�������
� ������
 ����
�� ��� :��� �������
��
�
(�����:�����
� �
�� �&� &������ =����&����< ����������
 �:����
 �(��������
�
:��� �������
��� (�����:����� (����������&� 
�
(�� ������&� ��
(���
��
L��� �������
��� (�����:����� �:������ 
����>B�
 ��-��
 
���
���
! �
��

���
��� 
�
(���
� [v0, . . . , vn] C
��
�
������ ��

������ 
�-�� �&� �����
�D ��	
��� d< �� ���
���� 
�
(���
�� �&� :��� �������
��&� (�����:����� �� (����
�����
n
n+1

d C������D� 2���
 �:����
< 
��&������� (��
���� :��� �������
��� (�����:��	
���< 
�-�� (������� 
���� �&���� 
����� �����&��� ���
0���� 
� (�
����
 �(������ (�����:����� S : Cn(X) → Cn(X) � (������
< ���

��  �(�� &�
���(�� ��-��
������
� ���:��-���>�
��
�� σ : [v0, . . . , vn] → X A 
��&������� 
�
(���
� 0�� �>:�&� ��:��� �����

w0, . . . , wk ∈ [v0, . . . , vn] �&��������� ���:��-���� σ ����3� 
��&������� k	
�
(���

[w0, . . . , wk]→ X � .(������
 �� ����� 
�
(���
�� �(������ bσ (� ���
���

bσ[w0, . . . , wk] = [b, w0, . . . , wk],

&�� b A :��� ���� 
�
(���
� [v0, . . . , vn]� �� �(��������> &�������&� �(������� ∂

� �
��
 
�����F����

∂bσ[w0, . . . , wk] = [w0, . . . , wk]− bσ∂[w0, . . . , wk],

������� 
�-�� (���(�
��� � ����

∂bσ + bσ∂ = id .



��

����  � 2����&��� �� (���
� Δn × I�

2�(��� �(������
 �(������ (�����:����� S : Cn(X)→ Cn(X)< ��� n = 0 (���-��
S = id: C0(X)→ C0(X)< � ��� n > 0 (�� (�
�B� ����������� ���
���

C)D Sσ = bσS∂σ.

���
������
�� ;�� ���
��� ��������< ��� S (�������� 
��&������� 
�
(���

σ : [v0, . . . , vn] → X � 
��&������>  �(�< (���
�����>B�> 
�:�� 
�

� �&������	
��� σ �� 
�
(���
� :��� �������
��&� (�����:����� 
�
(���
� [v0, . . . , vn]< ������

 ��������
� �����
��
.(������ S : Cn(X)→ Cn(X) ������
�  �(��
 ���:��-����
� 0��
���������< (��

n = 0 
� �
��
 S = id � ∂ = 0< �� �� ∂S = S∂ = 0< � (�� n > 0

∂Sσ = ∂(bσS∂σ) = (id−bσ∂)S∂σ = S∂σ − bσ∂S∂σ = S∂σ − bσS∂∂σ = S∂σ,

&�� � (���(�
�����
 �����
��� 
� ��
(���������
� (���(���-����
 ����� �� C
�	
����F���� ∂S = S∂ �
��� 
�
�� ��� 
��&������� (n− 1)	
�����  �(� ∂σD�
2�(��� �(������
 �(������  �(��� &�
���(�� T : Cn(X) → Cn+1(X) 
�-�� S �

��-��
������
 ���:��-����
� 0�� n = 0 (���-�
 Tσ = bσσ C;�� A 
��&�������
"	
����� 
�
(���
< (�������B�� �:� ���F��� � ����� σ[v0]D� 0�� n > 0 �(������

T (�� (�
�B� ����������� ���
���

Tσ = bσ(σ − T∂σ).
���
������
��� �����(���� �� ;��� ���
��� ����>����
� � 
����>B�
� .(������

���������� (�����:����� (���
� Δn × I< (��������� � ���������� 
��������� �
��

�
(���
�� � Δ× {0} ∪ ∂Δn × I 
 :��� �����
 
�
(���
� Δ× {1}< 

� ��
� *� 2�&��

��&������� (n+ 1)	
�����  �(� Tσ �
�� 
�

� �&��������� ��
(��� ��

Δn × I pr−→ Δn = [v0, . . . , vn]
σ−→ X

�� 
�
(���
� (�����:����� (���
�< ������ 
 ��������
� �����
��



�	

/��
���  �(��� &�
���(�� ∂T + T∂ = id−S ��(������ �� C0(X)< &�� S = id<
∂ = 0 � ∂T = 0� 0�� 
��&������&� n	
����&� 
�
(���
� σ< n > 0< 
� �
��


∂Tσ = ∂(bσ(σ − T∂σ)) = (id−bσ∂)(σ − T∂σ) = σ − T∂σ − bσ(id−∂T )∂σ =

= σ − T∂σ − bσ(T∂ + S)∂σ = σ − T∂σ − bσS∂σ = (id−T∂ − S)σ.
,��
� 
� ��
(���������
� (���(���-����
 ����� �� C
�����F���� id−∂T = T∂+S
�
��� 
�
�� ��� 
��&������� (n− 1)	
�����  �(� ∂σD � ���
���� C)D�
K�


����
 �(������ m	������&� :��� �������
��&� (�����:����� Sm : Cn(X)→

Cn(X)� 2�&�� �(������ Dm =
∑

0�i<m TS
i ����3�  �(��> &�
���(�> 
�-�� id � Sm!

∂Dm +Dm∂ =
∑

0�i<m
(∂TSi + TSi∂) =

∑
0�i<m

(∂TSi + T∂Si) =
∑

0�i<m
(∂T + T∂)Si =

=
∑

0�i<m
(id−S)Si =

∑
0�i<m

(Si − Si+1) = id−Sm.

0�� ��-��&� 
��&������&� 
�
(���
� σ : Δn → X � ��
������� :���F�&� m 
��	
&�������  �(� Smσ :���� ��-��� � CU

n (X)< ��� ��� ���
���� 
�
(���
�� � Sm(Δn)
(�� :���F�� m :���� 
���F� ��
�� ��:�&� (������� 
�
(���
� Δn �������
�

��-�
���
� σ−1(Uj)� CH�
�� ��:�&� �������&� (������� ��
(�����&� 
������
��	
&� (��
����
��� A ;�� ����� ��
�� ε > 0< ��� �>:�� 
��-�
��� ���
���� 
���	
F� ε 
����-��
� � ��������
 
��-�
��� (��������D E
�� :� 
�-�� :��� ��	
:���� ���� ��
�� m ��� �
�� 
��&������� 
�
(���
�� σ< �� 
� 
�&�� :� (���-���
ρ = Sm : Cn(X) → CU

n (X)< � ��&�� 
�����F���� ∂Dm +Dm∂ = id−Sm �������� :�<
��� Dm ������
�  �(��� &�
���(��� 
�-�� ιρ � id C� ���-� 
�-�� ρι � idD�
�� (�������< ������< 
� �� 
�-�
 ��:���� ����m ��� �
�� σ� ��;��
� �(������


m(σ) ��� ���
���F�� m< ��� ������&� Smσ ∈ CU
n (X)� .(������
 ��(��� �(������

D : Cn(X)→ Cn+1(X), Dσ = Dm(σ)σ.

��-� 
� (���-�
< ��� D ������
�  �(��� &�
���(��� 
�-�� id � ιρ ��� ��������&�
 �(��&� ���:��-���� ρ : Cn(X)→ CU

n (X)� K�


����
 
�����F����

∂Dm(σ)σ +Dm(σ)∂σ = σ − Sm(σ)σ.

�� �
��
 ∂Dm(σ)σ = ∂Dσ< �� Dm(σ)∂σ �= D∂σ� ���:���� D∂σ � �:��
 ��
��


�����F���� ��F�< (�
�� (���:��������� (�����


∂Dσ +D∂σ = σ − (
Sm(σ)σ +Dm(σ)∂σ −D∂σ

)
.

2�(��� (���-�

ρ(σ) = Sm(σ)σ +Dm(σ)∂σ −D∂σ.

2�&�� (���(�
������ 
�����F���� (����
��� ���

C*D ∂Dσ +D∂σ = σ − ρ(σ)
��� ;��
 ρ ������
�  �(��
 ���:��-����
� 0��
���������< �� C*D 
������< ���
∂ρ(σ) = ∂σ − ∂D∂σ = ρ(∂σ)�
����-�
< ��� ρ(σ) ∈ CU

n (X)� 6�� �������� ��� ����� Sm(σ)σ� 0�� �
������� ��
��
Dm(σ)∂σ−D∂σ ��
���
< ��� �
�� σj �:�������� �&��������� σ �� j	> &���� 
�
(���
�
Δn< ��m(σj) � m(σ)< (�;��
� ��-��� ���� TSi(σj) �D∂σ :���� ������� � �Dm(σ)∂σ�
2���
 �:����
< Dm(σ)∂σ −D∂σ A 
�

� ������ TSi(σj)< &�� i � m(σj)< � �
� �����
����� ��-�� � CU

n (X) C��
���
< ��� T (�������� CU
n−1(X) � CU

n (X)D�



�


2���
 �:����
< 
� 
�-�
 ��


�������� ρ ���  �(��� ���:��-���� ρ : Cn(X) →
CU
n (X)� 2�&�� 
�����F���� C*D (���(�F��
� � ���� ∂D+D∂ = id−ιρ< &�� ι : CU

n (X) ↪→
Cn(X) A ���>������ 7��
� ��&�< ρι = id< ��� ��� D ��-��
������ ����� ���> ��
CU
n (X)< (�
������ m(σ) = 0 ��� σ ∈ CU

n (X)� M���< ���:��-���� ρ  �(�� &�
���(���	

�� �:����� � ι� �

2�(��� 
� 
�-�
 �������� �����
� ����������

'��������	���� �����
� 8&98& ��
 ���� (��(��
����
��� A,B ⊂ X < ���������
��
������� (������>� X � ��������< �
�� ���:����
�< �� ���������
��
< 
� 
�-�


������< ��� X = A ∪ B A �������� (�������< ������� 
� �:������
 ����� U � ��
:���
 �:�������� &��((� CU

n (X) ����� Cn(A + B)< ��� ��������� �� ��< ��� ���

�
���� �� 
�

  �(�� � A �  �(�� � B�
� ��� � ����������
��� ��

� $�"9 
� (������� ���
��� ∂D + D∂ = id−ιρ

� ρι = id� �
� ���:��-���� � ;��� ���
���� (�������� Cn(A) � Cn(A)< (�;��
�
���>�����

Cn(A+B)/Cn(A) ↪→ Cn(X)/Cn(A)

���� ����� ���
�����
 &�
���&��� ' ���&�� 
������< ���:��-����

Cn(B)/Cn(A ∩ B)→ Cn(A +B)/Cn(A),

���� ��������� ���>�����
< ������
� ���
�����
�
< ��� ��� �:� ������&��((�
��F� 
��:����� � �� :���
�
 
��-�� 
��&������� n	
�
(���
� � B< �� ��-�B��
� A� '������������< 
� (������
 ���:��
�� ���
�����
 Hn(B,A∩B) ∼= Hn(X,A)<
���� ��������� ���>�����
� �

$�4� ������ ��	�
'����
����	�� 1�,
��2��
����	��

�
��
�� ���+�  ���	 ���� ��������������� A,B ⊂ X* ������������ �������
�������
� X& "���� �
��� 
���� ������ ������������	����	 ����� ��
������

. . .→ Hn(A∩B)
ϕ∗−→ Hn(A)⊕Hn(B)

ψ∗−→ Hn(X)
∂−→ Hn−1(A∩B)→ . . .→ H0(X)→ 0

'��������	����& 7�� � � ����������
��� �����
� $�"$< ��


����
 (��&��((�
Cn(A + B) ⊂ Cn(X)< 
�
���B�> ��  �(��< ������� ����>�
� 
�

�
�  �(�� � A
�  �(�� � B� �� �
��
 �����> (�
������������
��  �(��� ��
(���
��< �:�������	
��> �������
� �����
� (�
������������
��
�

0 −→ Cn(A ∩ B)
ϕ−→ Cn(A)⊕ Cn(B)

ψ−→ Cn(A +B) −→ 0,

&�� ϕ(x) = (x,−x) � ψ(x, y) = x + y� '������
���>B�� ������� ������ (�
������	
������
�� &�
���&�� � �
�� (�
������������
�� ������5�������
�< ��� ��� ���>	
����� Cn(A + B) ↪→ Cn(X) ���� ����� ���
�����
 &��(( &�
���&�� 
�&��
�� ��
	

� $�"9� �

��������� ���:��-���� ∂ : Hn(X)→ Hn−1(A∩B) ��&�� �(�
��� ����� ��
�� ���


α ∈ Hn(X) (���
������  ����
 a� ' (�
�B�> :��� �������
��&� (�����:�����  ���
a 
�-�� ��:���� ���< ���:� �� :�� 
�

�� x+ y  �(�� � A � B 
������
������� ��
�
��
 ∂a = ∂x + ∂y = 0� 2�&�� ;��
��� ∂α ∈ Hn−1(A ∩ B) (���
������  ����

∂x = −∂y�
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$�%� 3������
����	�� 	������������4 � 	���������4 ��������,� ��
��
�� X ������ 
�������� (���
�
(�� ������&� ��
(���
�< �� �� ������ ���:��-����
σα : Δ

n → X< �����������>B�� 
���
���
 �D5�D< 

� (���&��� "�$� �� �(��������
��
(���
 
�
(�� �������  �(�� {Δn(X), ∂} � 
�
(�� ������� &�
���&�� HΔ

n (X)�
.(������
 ���-� &��((� ����
�������� 
�
(�� ������� &�
���&�� HΔ

n (X,A)�
��
�� A ⊂ X A (���
�
(�� ������� (����
(���
< �� �� (���
�
(�� ������� ��
	
(���
< �:���������� �:J��������
 ��������� 
�
(���
�� ��
(���
� X � 2�&�� &��(	
(� HΔ

n (X,A) �(��������
� ��� &��((� &�
���&�� ��
(���
� ����
��������  �(��
Δn(X,A) = Δn(X)/Δn(A)� 7�� � ��� 
��&������� &�
���&��< �
��� 
�
�� �������
������ (�
������������
�� (��� (X,A) ��� 
�
(�� ������� &�
���&���
M
���
� ��������
��� &�
�
�����
 HΔ

n (X,A) → Hn(X,A) �� 
�
(�� ����	
��� � 
��&������� &�
���&��< ���� ���������  �(��
 ���:��-����
 Δn(X,A)→
Cn(X,A)< (�������B�
 ��-��� n	
����� 
�
(���
 ��
(���
� X � �&� ���������	

����
��� ���:��-���� σα : Δ

n → X � ��� A = ∅ ����
�������� &��((� &�
���&��

�����
� � �:
��>���
! HΔ

n (X,∅) = HΔ
n (X) � Hn(X,∅) = Hn(X)�

�
��
�� ����� ,�
�
��#��
� HΔ
n (X,A)→ Hn(X,A) ����
��� ���
��#��
�
�&

'��������	����& K�


����
 
������ 
�����< ��&�� ��
(���
 X �������
����< �
A = ∅� ��
�� Xk A ;�� k	
����� �
��� ��
(���
� X < 
�
���B�� �� �
�� 
�
(���
��
���
����
�� � k� 2�&�� 
� �
��
 ��

��������> ���&��

� ������ (�
������	
������
���

HΔ
n+1(X

k, Xk−1) → HΔ
n (X

k−1) → HΔ
n (X

k) → HΔ
n (X

k, Xk−1) → HΔ
n−1(X

k−1)
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

Hn+1(X
k, Xk−1) → Hn(X

k−1) → Hn(X
k) → Hn(X

k, Xk−1) → Hn−1(X
k−1)

����-�
< ��� (����� � ����3���� ������������ ���:��-���� A ���
�����
�� ���(	
(� 
�
(�� �������  �(�� Δn(X

k, Xk−1) ������� (�� n �= k � 
��:����� �:����� 

:���
�
 �� k	
����� 
�
(���
�� ��
(���
� X (�� n = k� '������������< &��((�

�
(�� ������� &�
���&�� HΔ

n (X
k, Xk−1) �
�>� ����� ����� -� �(�
����� 0�� ��	

��
����� &��(( 
��&������� &�
���&�� Hn(X
k, Xk−1) ��


����
 ���:��-����

Φ :
⊔
α

(Δk
α, ∂Δ

k
α)→ (Xk, Xk−1),

�:���������� ���������
����
��
� ���:��-����
� Δk
α → X ��� �
�� k	
����� 
�
	

(���
�� ��
(���
� X � .��:��-���� Φ ���� ����� &�
��
�����
⊔
α

Δk
α

/⊔
α

∂Δk
α

∼=−→ Xk/Xk−1,

� ������ ��� ���� ����� ���
�����
� &��(( 
��&������� &�
���&��� � ����� ��	

�� ��F� 
���� :���� k	
����� 
���< (�;��
� &��((� Hn(X

k, Xk−1) ����� ���> (��
n �= k � ������
� 
��:����� �:������ &��((�� 
 :���
�
< 
������
���>B�
 �������	
��
����
��
 ���:��-����
 Δk

α → X �
�� k	
����� 
�
(���
�� ��
(���
� X < (��
n = k� ��;��
� ���:��-����HΔ

n (X
k, Xk−1)→ Hn(X

k, Xk−1) ������
� ���
�����
�

��� �
�� n�
���
���� ����� �> (� k< 
� 
�-�
 (���(���-���< ��� ������ � (���� ���������	

��� ���:��-���� � ��

��������� ���&��

� ��F� ���-� ���
�����
�� 2�&�� �
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������ ������������ ���:��-���� A ���
�����
 
�&��
�� ��&�:�����
��
� �����	
-����>< ����
���
� ��� ��

� � ���� ��
�
��#��
�� :;���

�<< 

� ������ $�)9�
M���< �����-����� �������� � 
�����< ��&�� X �������
����< � A = ∅�

K�


����
 ��(��� 
�����< ��&�� X A :�
�������
����� ��
(���
� 0���-�
 
��	
��>B�� ����! ��
(������ (��
��-�
��� K � X 
�-�� (���
����� ������ �����	
��� ��
�� �������� 
�
(���
��� C�� 
�
�
 ���� ;�� A �:B�� ���� � ���������
(��
����
�����D 0��
���������< (���(���-�
< ��� K (���
����� :�
������� 
��	
&� �������� 
�
(���
��� ��:���� (� ����� ����� ������ ��-��&� �� ����� ��	
������ 
�
(���
��< (�����
 :�
�������� ��:�� ����� xi� 7�-��� �� 
��-�
��
Ui = X \ ⋃j �=i{xj} �������< ��� ��� ������ �&� (���:��� (�� �>:�
 ���������	

����
��
 ���:��-���� σα : Δ

n → X� ���-�
��� Ui �:����>� �������� (�������

��-�
��� K< �� ������&� ������ �������� �������� (��(�������� �������������
2�(��� ����-�
< ��� HΔ

n (X)→ Hn(X) �
�� ���
�����
� '������ ����-�
 
>�J	
�������
��� ��
�� ;��
��� γ ∈ Hn(X) (���
������  ����
 c� 2�� ��� c A ��������
�������� ��
:��� �� 
��&������� 
�
(���
��< �&� �:��� 
����-��
� �XN ��� ����	
����&� N < 
�&��
�� �����-����> �� (������B�&� �:�� �� 2�� ��� XN �������
����<
HΔ
n (X

N) → Hn(X
N) �
�� ���
�����
� '������������<  ��� c &�
���&���� � XN C�

������< � � XD 
�
(�� ������
�  ����� 6�� ���������� 
>�J�������
�� ���:��-�	
��� HΔ

n (X) → Hn(X)� 2�(��� ����-�
 ��J�������
��� ��
�� s A 
�
(�� �������
 ���< (���3
 s = ∂d ��� ��������� 
��&�������  �(� d � X � G�(� d �
��� ��
	
(������ �:���< � ������ 
����-��
� � ��������
 XN � ��;��
�  ��� s (���
�������
;��
��� �� ���� ���:��-���� HΔ

n (X
N) → Hn(X

N)� �� ;�� ���:��-���� A ���
��	
���
< � (���
� s ������
� &���� �� 
�
(�� �������  �(� � XN < � ������ � � X �

.
����
� ��


������ 
�����< ��&�� X (���������� � A �= ∅� � ;��
� 
����� 
�
(��
���
 ��

� � (��� &�
�
�����
�� � ��������
��
� ���:��-���> �������
������ (�
������������
��� 
�
(�� ������� � 
��&������� &�
���&��!

HΔ
n (A) → HΔ

n (X) → HΔ
n (X,A) → HΔ

n−1(A) → HΔ
n−1(X)

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
Hn(A) → Hn(X) → Hn(X,A) → Hn−1(A) → Hn−1(X)

�

&�'��� � ����(�
����

����� 0���-���< ��� ���:����� (���
� Δn × I �� 
�
(���
�< �(�
����� � ������
����������
��� �����
� $�+< ���
��������� ������
� 
�
(�� ������
 ��
(���
�
�

��� � ��
������ ����>	��:��� �����&��� �> (����������� 
�
(���
�� Δn ×Δm�

���"� ����-���< ��� �
�� A A ������� (��
����
��� X < �� ���:��-���� Hn(A) →
Hn(X)< ���� ��������� ���>�����
 A ↪→ X < ������
� 
���
�����
�
�

���#� ����-���< ���  �(��� &�
���(��  �(��� ���:��-���� A ����F���� ;�����	
������
���

���$� ���������< ��� &�������� ���:��-���� ∂ : Hn(C•)→ Hn−1(A•) &�
���&��  �(	
��� ��
(���
�� �(�������� ��������� � ������
� &�
�
�����
�
�

���%� 0���-���< ��� Hn(X, x0) ∼= H̃n(X) ��� �>:�� x0 ∈ X � n � 0�

���)� �������� �����> (�
������������
�� (��� ��� (�����3���� &�
���&��!

. . . −→ H̃n(A)
i∗−→ H̃n(X)

j∗−→ Hn(X,A)
∂−→ H̃n−1(A)

i∗−→ H̃n−1(X) −→ . . .
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���*� ��(�
��
< ��� ������%����
 ��� f : (X,A)→ (Y,B) ��������
� ���:��-����
f : X → Y < ��� ������&� f(A) ⊂ B� 0���-���< ��� ���:��-���� (�� ���� �����
&�
�
�����
� f∗ : Hn(X,A)→ Hn(Y,B)< n � 0�

�� +� 0���-���< ��� �
�� ���:��-���� f, g : (X,A) → (Y,B) &�
���(�� � ���

�
���:��-���� (�� C�� �� 
�B�
����� &�
���(�� F : X × I → Y 
�-�� f � g< �����<
��� F (A × I) ⊂ BD< �� ���� ����
�� �
� ���:��-���� &�
���&�� (�� 
��(���>�!
f∗ = g∗ : Hn(X,A)→ Hn(Y,B)< n � 0�

�� �� 0���-��� 
����>B�� 
���
��� �������������� &�
���&���
��� (�
������	
������
�� (���! ��� ���:��-���� (�� f : (X,A) → (Y,B) �
��� 
�
�� ��

������	
��� ���&��

�

. . . �� Hn(A)
i∗ ��

f∗
��

Hn(X)
j∗ ��

f∗
��

Hn(X,A)
∂ ��

f∗
��

Hn−1(A) ��

f∗
��

. . .

. . . �� Hn(B)
i∗ �� Hn(Y )

j∗ �� Hn(Y,B)
∂ �� Hn−1(B) �� . . .

�� �� .(�������� � ����-��� �����
�� ��
����������� ������������	����� ������
��� (X,A,B)< &�� B ⊂ A ⊂ X !

. . . −→ Hn(A,B)
i∗−→ Hn(X,B)

j∗−→ Hn(X,A)
∂−→ Hn−1(A,B)

i∗−→ Hn−1(X,B) −→ . . .

��  � 0���-���< ��� ���>����� A ↪→ X ���� ����� ���
�����
� �
�� &��(( &�
�	
��&�� ��&�� � ������ ��&��< ��&�� Hn(X,A) = 0 ��� �
�� n�

�� "� 0���-��� (�� (�
�B� &��(( &�
���&�� ��6�
 �����
� 7���.��! ��(��������
���:��-���� F��� Dn � 
�:� �
��� ���� :� ���� ��(����-��> ������

�� #� ����
���� &��((� &�
���&�� ��� ��(������� ���� �� �(������ � ���� ����	
 �(������ ����-��
��� � R3N 
������� 
 ����
�����
 �����
��������� &��((�

�� $� ����
���� &�
���&�� ��(������� ��3� ������������ �
�� � R3 � C3�

�� %� 0���-���< ��� �
�� ���
��� 
�
(���
� [v0, . . . , vn] ����� d< �� ���
���� 
�
	
(���
�� �&� :��� �������
��&� (�����:����� �� (����
����� n

n+1
d�

�� )� ����
���� &�
���&�� 
���� Sn � ����-��� ���
�����
 H̃i(ΣX) ∼= H̃i−1(X)
(�� (�
�B� ������ (�
������������
�� ������5�������
��

�� *� 0���-��� 
����>B�� �����-�����< ����
���� ��� ��

� � ���� ��
�
��#���

��� ��
�� ���� ��

��������� ���&��

�

A1
��

f1
��

A2
��

f2
��

A3
��

f3
��

A4
��

f4
��

A5

f5
��

B1
�� B2

�� B3
�� B4

�� B5

�:������ &��(( 
 �����
� 
�����
�� 2�&��

�D �
�� f2 � f4 A 
���
�����
�< � f1 A ;(�
�����
< �� f3 A 
���
�����
N
:D �
�� f2 � f4 A ;(�
�����
�< � f5 A 
���
�����
< �� f3 A ;(�
�����
�

2���
 �:����
< �
�� f1, f2, f4, f5 A ���
�����
�< �� � f3 A ���
�����
�



��

��"+� 0�� ���:��-���� f : Sn → Sn< n > 0< ���� ��������� &�
�
�����


f∗ : Hn(Sn) → Hn(Sn) �
�� ���:��-���� Z
·d−→ Z �
��-���� �� ���������  ����

��
�� d� 6�� ��
�� ��������
� ������	
 ������%���� f � �:��������
� deg f �
0���-��� 
����>B�� 
���
��� 
��(���!

�D deg id = 1�
:D deg f = 0< �
�� ���:��-���� f : Sn → Sn �� 
>�J��������
�D E
�� ���:��-���� f � g &�
���(��< �� deg f = deg g� C����� � �:������ �����	

-�����! �
�� deg f = deg g< �� f � g &�
���(��� 6�� �������� �� �����-�����
πn(S

n) ∼= Z< ����
���&� ��� �����
� ���#�< 

� �����
� *�4�D
&D deg(f ◦ g) = deg f deg g�
�D E
�� f : Sn → Sn A 
�

����� ����
������� &�(��(��
��
��< ��(��
��<

f(x0, x1, . . . , xn) = (−x0, x1, . . . , xn)< �� deg f = −1�
�D =���(�������� ���:��-���� − id : Sn → Sn< � �→ −� < �
��� 
��(��� (−1)n+1�

��"�� 0���-���< ��� �
�� ���:��-���� f : Sn → Sn �� �
��� ��(����-��� �����< ��
deg f = (−1)n+1�

��"�� 0���-���< ��� �� 
���� Sn 
�B�
����� ��(�������� (��� ��������� ��
�����	
��� �������� ��&�� � ������ ��&��< ��&�� n ���3����

��" � �������< ��� &��((� G ��������� �� (��
����
��� X < �
�� ��� ��-��&� ;��	

���� g ∈ G ������ ��(�������� ���:��-���� αg : X → X< �����< ��� αe = id C��-	
��
������� ���:��-����D � αgh = αg ◦ αh C��
(��� ��D� 0��
���� &��((� G �� X
��������
� ��������
< �
�� ��� �>:�&� g �= e � x ∈ X ��(������ αg(x) �= x�
0���-���< ��� ��� �3���&� n ����
������� ������������� &��((��< ������� 
�-��

���
������� 
��:���� �� Sn< ������
� Z2�

��""� 0�� �>:�� n > 0 � k ∈ Z (�
������ ���:��-���� f : Sn → Sn 
��(��� k�

)� !����"��� ���������

��
�� X A ��������� (��
����
��� C�(��������� 

� � OPQ("< R*SD� L���
 �:����	
���� n	
����� �
��� (��
����
��� X ����� Xn�
7�������� &�
���&�� �:�:B�>� 
�
(�� ������� &�
���&��� 6��
����
� &��(	

(� n	
����� ���������  �(�� Cn(X) ����>�
� ���
������ �������� ��
:��� ��
n	
����� ������ enα (��
����
��� X < � �
���
� :����	
���� ����� ���
��� ��� �(�	

���� ��������&� &�������&� ���:��-���� ∂c : Cn(X)→ Cn−1(X)�
������3
 � ���
�����
 �(���������
 � ���
���� ��
�

)�"� 5�
�����, �
���, �����
�	 � 
�� ���������� '������ ����-�
 ��
����	
�� �
(�
�&�������� �������

!
���  ���  ���	 X 1 ��������� ������������& "����

�D ,����� Hk(X
n, Xn−1) ����� ���
 ��� k �= n � �������� ��������� ��������

�������* ����%�+���� n�
����
 ������
� ������������ X* ��� k = n&
:D Hk(X

n) = 0 ��� k > n& 2 ���������* ���� ������������ X �������
����*
�� Hk(X) = 0 ��� k > dimX&

�D 2��
����� i : Xn ↪→ X ���������� ���
��#��
 i∗ : Hk(X
n)

∼=−→ Hk(X) ���
k < n&

'��������	����& 2�� ��� ���-���� Xn−1 ↪→ Xn ������
� ����

������
< 
� �
��

Hk(X

n, Xn−1) ∼= H̃k(X
n/Xn−1)< � Xn/Xn−1 A :���� 
���< (� ����� 
���� ��� ��-���

n	
����� ������ (��
����
��� X � 6�� ���������� �����-����� �D�



��

0���� ��


����
 ���&
��� ������ (�
������������
�� (��� (Xn, Xn−1)!

. . .→ Hk+1(X
n, Xn−1)→ Hk(X

n−1)→ Hk(X
n)→ Hk(X

n, Xn−1)→ . . .

E
�� k �= n, n − 1< �� �:� ���F��� &��((� ����� ���> 
�&��
�� �����-����> �D< �

� (������
 Hk(X

n−1) ∼= Hk(X
n) (�� k �= n, n− 1� 2�&�� (�� k > n �
��


Hk(X
n) ∼= Hk(X

n−1) ∼= . . . ∼= Hk(X
0) = 0,

��� ���������� �����-����� :D� ��� k < n 
� �
��


Hk(X
n) ∼= Hk(X

n+1) ∼= Hk(X
n+2) ∼= . . . ,

��� ���������� �����-����� �D< �
�� X �������
�����
0�� :�
�������
����&� X ��
(������

� ��
< ��� ��
(������ (��
��-�
��� � X

(���
����� ��F� ������� ��
�� ������� 2���
 �:����
< ��-��� 
��&�������  �(�
��-�� � ��������
 �������
 �
���� XN � ��;��
� k	
�����  ��� c � X ������
�
 ����
 � ��������
 XN < � ��&�� 
�&��
�� �������
����
� 
����> �����-����� �D
 ��� c &�
���&����  ���� � Xn (�� n > k< � ������ &�
�
�����
 i∗ : Hk(X

n) →
Hk(X) 
>�J�������� =����&���� ����������
� �&� ��J�������
��! �
�� k	
�����
 ��� c � Xn ������
� &���� ��  �(� d � X < �� d ��-�� � ��������
 XN < N � n< �
(���
� 
�&��
�� �������
����
� 
����> c ������
� &���� �� � Xn (�� n > k� �
���((� Cn(X) = Hn(X

n, Xn−1) ��������
� ������� n�
����� ��������� �����
��������&� (��
����
��� X � '�&��
�� ��

� )�" �D< ��������>  �(� 
�-�� (���	

������� �������� ��
:��� ��� n	
����� �������
.(������
 ��������� ��������� ��
�
��#��
 ∂cn : Cn(X)→ Cn−1(X) ��� &�����	

��� &�
�
�����
 Hn(X
n, Xn−1) → Hn−1(X

n−1, Xn−2) � ������ (�
������������
��
������ (Xn, Xn−1, Xn−2)< �� �� ∂cn = jn−1∂n< 

� ��

��������> ���&��

� ��-�� �
;��� ���&��

� ��������� ����� A ���&
���� ������� (�
������������
��� (��!

C1D 0

0

����
���

���
���

��� Hn(X
n+1)

����������������
Hn(X)

Hn(X
n)

�������������

jn

����
���

���
���

Hn+1(X
n+1, Xn)

∂n+1

������������� ∂c
n+1 �� Hn(X

n, Xn−1)

∂n ����
���

���
���

�

∂c
n �� Hn−1(X

n−1, Xn−2)

Hn−1(X
n−1)

jn−1

���������������

0

����������������

M� ;��� -� ���&��

� 
������< ��� ∂c∂c = 0< ��� ��� ∂cn∂
c
n+1 = jn−1∂njn∂n+1< �

∂njn = 0�
G�(��� ��
(���
 C•(X) = {Cn(X), ∂cn} ��������
� ��������
 �����
 ��
�����

��
< � �&� &�
���&�� Hn(X) A ������
� ��������� ��
������ (��
����
��� X �

�
��
��  ��� 5
��� 
���� ���
��#��
 Hn(X) ∼= Hn(X)&



��

'��������	����& M� ���&��

� C1D 
������< ��� Hn(X) = Hn(X
n)/ Im ∂n+1� 2��

��� jn A 
���
�����
< �� ���:��-��� Im ∂n+1 ���
����� �� Im(jn∂n+1) = Im ∂cn+1

� ���:��-��� Hn(X
n) ���
����� �� Im jn = Ker ∂n� 2�� ��� jn−1 A 
���
��	

���
< Ker ∂n = Ker ∂cn� 2���
 �:����
< jn ���� ����� ���
�����
 ������&��((�
Hn(X

n)/ Im ∂n+1 = Hn(X) �� Ker ∂cn/ Im ∂cn = Hn(X)� �

M� ���
�����
�� 
��&������� � ��������� &�
���&�� 
���� ������>� 
����>B��
��-��� 
���
����

��
'	���
  � �

�D (��� X �
��� k ������ ���
������� n* �� ������ Hn(X) ����%���� ��
����� ��
 k .��
����
�& 2 ���������* ���� X �� �
��� ������ ���
�����
��� n* �� Hn(X) = 0&

:D (��� X �� �
��� ��� ������ � �������� ���
�������� :�����
��* ���� ���
������ � X �
�
� �+���
 ���
������	<* �� Hn(X) 1 ��������� �������
������* ����%�+���� n�
����
� ������
� ������������ X&

����
�  �"� 7�
(���
��� (���������� (��
����
��� CP n �
��� (� ����� ������ �
��-��� �3���� ���
����
�� 2k � 2n� 2���
 �:����
<

Hi(CP
n) ∼=

{
Z (�� i = 0, 2, 4, . . . , 2n,

0 ������

)�$� 6���, ��' ���������� �������7�/��� ��� n = 1 ��������� &��������
���:��-���� ∂c : Cn(X)→ Cn−1(X) (���
������� 
�:�� &�������� &�
�
�����


∂ : H1(X
1, X0)→ H0(X

0).

E
�� X 
����� � �
��� ������ ���� #	
����> ������< �� ;��� &�
�
�����
 ���-��
:��� ������
� 6�� 
������ �� ������ (�
������������
�� (��� (X1, X0) � ���
��	
���
� H0(X

1) ∼= H0(X) ∼= Z�
0���� 
� :���
 ���-��
������ ������ enα ⊂ X 
 
������
���>B�� �:����>B��

&��((� ���������  �(�� Cn(X)�

�
��
��  �#�  �� n > 1 �
��� 
���� ���������

C+D ∂c(enα) =
∑
β

dαβe
n−1
β ,

��� dαβ 1 ������	 ������%����

fαβ : S
n−1 ϕα−→ Xn−1 qβ−→ Sn−1,

����������
6��� ����� ��
������
 ���������
6��� ������%���� ϕα : S
n−1 →

Xn−1 ������ enα � ������%���� #����������� qβ : X
n−1 → Sn−1* �������
6���

Xn−1 \ en−1
β � �����&

'��������	����& ���-�� �
�&� ��
���
< ��� 
�

� � ���
��� C+D 
����-�� �����	
��� ��
�� ������< ��� ��� �:��� (��������>B�&� ���:��-���� ϕα ��
(�����< � (�	
��
� (���
����� ��F� �������� ��
�� ������ en−1

β �
��
�� Φα : D

n
α → Xn A ���������
����
��� ���:��-���� ������ enαN �&� �&����	

����� �� Sn−1
α = ∂Dn

α �
�� (��������>B�� ���:��-���� ϕα : S
n−1
α → Xn−1� 8
��<



��

��� ���:��-���� ��������� �� qβ : X
n−1 → Sn−1

β ��
���������
� � ��
(��� �>

Xn−1 → Xn−1/Xn−2 q̂β−→ Sn−1
β ��� ��������&� ���:��-���� q̂β�

K�


����
 ��

��������> ���&��

�

Hn(D
n
α, S

n−1
α )

∂
∼=

��

Φα∗
��

H̃n−1(S
n−1
α )

fαβ∗ ��

ϕα∗
��

H̃n−1(S
n−1
β )

Hn(X
n, Xn−1)

∂ ��

∂c 					
			

			
			

		
H̃n−1(X

n−1)

qβ∗

��������������

j

��
Hn−1(X

n−1, Xn−2)

q̂β∗



����������������������

.��:��-���� Φα∗ (�������� 
���������> �:����>B�> [Dn
α] ∈ Hn(D

n
α, S

n−1
α ) � �:��	

��>B�> enα ∈ Hn(X
n, Xn−1)� M� ��

��������
�� ����� ��
�� ���&��

� 
������<

��� ∂c(enα) = jϕα∗∂[Dn
α]� � ���
���� :���
� ��� Hn−1(X

n−1, Xn−2)< 
������
���>B�&�
(n− 1)	
����
 ������
< ���:��-���� q̂β∗ A ;�� (���� �� &��((� Hn−1(X

n−1, Xn−2)
�� 
��&��
��< 
������
���>B�� ������ en−1

β � 2�(��� ���:��
�� ���
��� 
������ ��
��

��������
�� (����� ��
�� ���&��

�� �
����
�  �$� ��
�� Sg A 
���� 
 g �����
�< �� �� ��
������ ����������
�� (�����	
��
�� ���� g� ����3
 �� Sg 
���������> ��������> 
�������� 
 ����� ����
�����
�������< 2g ����
����
� ������
� a1, . . . , ag< b1, . . . , bg � ����� ���
����� �������<
(���������� (� (����������> ��

�������� [a1, b1] · · · [ag, bg]� '������
���>B�� ���	
������  �(��� ��
(���
 �
��� ���

0 −→ Z
∂c2−→ Z2g ∂c1−→ Z −→ 0.

�� �
��
 ∂c1 = 0< ��� ��� Sg �
��� �
�&� ���� #	
����> ������� 7��
� ��&�< ∂c2 = 0<
��� ��� ��-��� ��:�� ai � bi ������ � [a1, b1] · · · [ag, bg] �
�
�� 
 �&� �:�����
< �
������ �
� ���:��-���� fαβ : S

1 → S1 &�
���(�� ���:��-���> � ������ ��;��
�
&��((� &�
���&�� (�������
�� Sg 
��(���>� 
 &��((�
� ���������  �(��< �� ��

H0(Sg) = H2(Sg) = Z, H1(Sg) ∼= Z2g, Hi(S
g) = 0 (�� i > 2.

����
�  �%� ��
�� X = RP n A ��B�
������� (���������� (��
����
���� .�� �
���
��������> 
�������� 
 ����� ������� ek � ��-��� ���
����
�� k � n� ���������	
>B�� ���:��-���� ��� ������ ek A ;�� �����
���� �������� ϕ : Sk−1 → RP k−1�
'�&��
�� ���
��� C+D< ∂c(ek) = dke

k−1< &�� dk A ;�� 
��(��� ��
(��� ��

Sk−1 ϕ−→ RP k−1 q−→ RP k−1/RP k−2 = Sk−1.

��� �&��������� �� ��-��> ��
(������ 
�����
�� (��
����
��� Sk−1\Sk−2 ���:��	
-���� qϕ ������
� &�
��
�����
�
� .��� �� ;��� &�
��
�����
�� A ��-��
����	
���< � ���&�� ������
� �&���������
 ����(�������&� ���:��-���� 
���� Sk−1< ��	
����� �
��� 
��(��� (−1)k� ��;��
� deg qϕ = 1+(−1)k< ��� �
�� 0 ��� 2 � ����
�
�
��
�� �3���
�� k� 2���
 �:����
< ���������  �(��� ��
(���
 ��� RP n �
��� ���

0 −→ Z
2−→ Z

0−→ . . .
2−→ Z

0−→ Z
2−→ Z

0−→ Z −→ 0, �
�� n �3���N

0 −→ Z
0−→ Z

2−→ . . .
2−→ Z

0−→ Z
2−→ Z

0−→ Z −→ 0, �
�� n ���3����
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'������������<

Hk(RP
n) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Z (�� k = 0 � (�� ���3���
 k = nN

Z2 (�� ���3���
 k< &�� 0 < k < nN

0 � �
������� 
�������

)�)� 3,�
���� 4�����
��	����� �������� �������������� �������&� ��������&�
(��
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� ���

χ(X) =
∑
n�0

(−1)ncn,

&�� cn = rank Cn(X) A ��
�� n	
����� ������ (��
����
��� X C���& ������� (���-	
�3���� �:������ &��((� Cn(X)D�
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���
��� �����
� ������ �����-����< ��� ��� ��(����&� )	
����&� 
��&�	

&������� �
��� 
�
�� ���
��� 2− = + , = 2< &�� 2< = � , A ��
�� ���F��< �3:��
� &����� 
������
������� .:�:B����
 ;��&� ����� ������
� 
����>B�� ���������<
������� (���������< ��� ;������� ���������
���� ������
� ��(���&���
��
 C� ��	
-� &�
���(���
��
D ����������
 ��������&� (��
����
��� X � � ��
���
��< ��� ��
����
�� �� ��������&� ���:������

�
��
��  �)� '�� ��������� ���������� ������������ X ����������� �����������

χ(X) =
∑
n�0

(−1)n rankHn(X).
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0 −→ Ck
∂k−→ Ck−1 −→ . . . −→ C1

∂1−→ C0 −→ 0

������� (���-�3���� �:������ &��((� .:������
 Zn = Ker ∂n A  ����< Bn =
Im ∂n+1 A &���� �< Hn = Zn/Bn A &�
���&��� M� �������� ������ (�
����������	
��
��� 0→ Zn → Cn → Bn−1 → 0 � 0→ Bn → Zn → Hn → 0 (������
 
�����F����

rankCn = rankZn + rankBn−1

rankZn = rankBn + rankHn.
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�����F���� � (�����< �
��-�
 (��������� 
�����F���� �� (−1)n
� (��
�

����
 (� n� � ���������� (�����
∑

n�0

(−1)n rankCn =
∑
n�0

(−1)n rankHn.
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� (��
����� ;�� 
�����F���� � 
����> Cn = Cn(X) = Hn(X
n, Xn−1)� �

����
�  �*� 6������� ���������
���� ��
������ ��������������� (�������
�� Sg
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� ��
������ ��������������� (�������
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�������>�
� �� ;�������
� ���������
����
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 ��+� ����
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���&�� (����������� 
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� ���	
�����
 ���:�����
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 ���� ��
�� Ng A ��
������ ������������
�� (�������
�� ���� g< �� �� 
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 g
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� ��
��
� �3:��
�� ����
���� &�
���&�� (�������
�� Ng< (������
� ���	
������ 
��������� 
 ����� ����
����� �������< g ����
����
� ������
� c1, . . . , cg
� ����� ���
����� �������< (���������� (� 
���� c21c

2
2 . . . c

2
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 ���� ����
���� &�
���&�� (��
����
��� X < (��������&� (�����������
 � S1 ∨ S1

���� ���
����� ������ (� (����������
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� � ��
���
��< ��


������ 
�����
(����������� ������ (� 
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�-�� 
������ � �����
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������� &��((� ����&� (��
����
���I

 �� � ����
���� &�
���&�� ��3�
����&� ���� T 3 = S1×S1×S1< (������
� ��������

���:�����
�

 ��"� 0���-���< ��� ��� �������� ��������� (��
����
�� X, Y �
��� 
�
�� 
���	
��F���� χ(X × Y ) = χ(X)× χ(Y )�

 ��#� 0���-���< ��� �
�� X = A ∪ B< &�� X A ��������� (��
����
���< � A,B A
��������� (��(��
����
��� � X < �� χ(X) = χ(A) + χ(B)− χ(A ∩B)�

 ��$� 0���-���< ��� ��� n	��
���&� �������� p : X̃ → X ��� �������
 ��������

(��
����
���
 X �
��� 
�
�� 
�����F���� χ(X̃) = nχ(X)�
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���&��� �� (�
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 �����-����� � ��
< ��� (����� &��((� &�
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 �:��������	
 ��� �����
��������� &��((� C�����
� ��������D< ��� ����
�����&� (��
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���
(����� ������������� &�
���(���
��� &��((� � (����� ������������� &��((� &�
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��&�� (�����>�
� � ����� ���
����
�� � ���
����� C�����
� ��������D � ���:��	
-���� ����
������ ��������� (��
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��< ���� ���>B�� ���
�����
 &��(( &�
�	
��&��< ������
� &�
���(���
��� ;�����������
��> C&�
���&���
��� �����
� ������	
��D� 0�� ����������
��� (�
������ ���� �����-����� ��
 (�����:��
� ���������� �
&�
���(���
��� &��((��< �� ��F��F�� � ���
 2�(���&��	"< � �
���� �����
� /���	
������� � ���
������ � ����
����� &��(( πn(S

n)� .�� ���>���� � (���&��� *�$�

*�"� -��'��
�������� ������ � ���������� ��
�� (X, x0) A (��
����
��� 
 ��	

������� ������� 6��
����
� �����
��������� &��((� π1(X, x0) ����>�
� ���

�
&�
���(��� (����� ϕ : I → X< &�� ϕ(0) = ϕ(1) = x0� 7�-��> ����> (���> 
�-	
�� ��


�������� ��� 
��&������� "	
�
(���
< ������� ������
�  ����
< ��� ���
∂ϕ = ϕ(1)− ϕ(0) = 0�
��(�
��
< ��� �������������� &��((� G ��������
� ������&��((� G/[G,G]

(� ���
������ (��&��((� [G,G]< (���-�3���� �
����
�-��
� ��

�������
�
ghg−1h−1 C;�� (��&��((� ��������
� ��
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���� ��� 
��:����� &��((� Fn ������
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��:����� �:����� &��((� Zn�

�
��
�� "�� C��������D� =���
������� ����� ��� ����������� 1������* 
� ���
�����
 ��
�
��#��
 h : π1(X, x0)→ H1(X)& (��� X ������� ������* �� h ��������
.��
��#��
�
* � ��� ���� 1 ��

����� ������ π1(X, x0)& "���
 ������
* ������
H1(X) ���
��#�� ������������� ������ π1(X, x0)&
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'��������	����& �� :���
 �
(��������� �:��������� ϕ � ψ ��� ����F���� &�
�	
��(�� (����� � ϕ ∼ ψ ��� ����F���� &�
���&�� 
������
���>B�� "	 ����� C�� ��
ϕ ∼ ψ< �
�� ϕ− ψ ������
� &���� �� $	
�����  �(�D�
'������ (������
< ��� 
�(�
�������� &�
���(���
��
� ���

� (���� ϕ ���
	


� &�
���&�� "	
����&�  ���� ϕ ����3� ��������� �(�����3���� ���:��-����
h : π1(X, x0) → H1(X)� 2� �� (������
< ��� �
�� ϕ � ψ< �� ϕ ∼ ψ� ,�
���
< ���
�
�� ϕ A (�
������� (���� I → x0< �� ϕ ∼ 0� 6�� 
������ �� ��&�< ��� H1(pt) = 0�
2�(��� ��


����
 &�
���(�> F : I × I → X 
�-�� (����
� ϕ � ψ� K��:�� �������
I×I �� ����&������� [v0, v1, v3] � [v0, v2, v3] ��� (������� 
���� �� ��
� 1< 
� (�����


��&������� $	
�
(���
� σ1< σ2� �� �
��


∂(σ1 − σ2) = ∂[v0, v1, v3]− ∂[v0, v2, v3] =
= [v1, v3]− [v0, v3] + [v0, v1]− [v2, v3] + [v0, v3]− [v0, v2] ∼ [v0, v1]− [v2, v3] = ϕ− ψ,

��� ��� :������ 
������ [v0, v2] � [v1, v3] ���:��-�>�
� � ��
������> �����< � ������
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���&���� ���>� '������������< ϕ ∼ ψ�

�

�

�
�
�
�
���

�
�
�
�
�
�
�

��
�

�

σ2

σ1
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v2 v3
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�
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�
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v0 v2

v1

ϕ ψ

ϕ ψ

���� %

2�(��� (������
< ��� h : π1(X, x0)→ H1(X) A &�
�
�����
< �� �� ϕ ·ψ ∼ ϕ+ψ< &��
ϕ ·ψ �:�������� (����������� (������ K�
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��&������� $	
�
(���
 σ : Δ2 →
X < �������
�� ��
(��� ��� (���� �� ����&������� Δ2 = [v0, v1, v2] �� ��:�� [v0, v2]
� ���:��-���� ϕ · ψ : [v0, v2]→ X < ��� (������� 
(���� �� ��
� 1� 2�&��

∂σ = [v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1] = ψ − ϕ · ψ + ϕ,

�� �� ψ − ϕ · ψ + ϕ ∼ 0< ��� � ���:�����
��
� (������B�
 ��

�-����� 
� �� �
(��������� ��� ����< ��� ϕ � ψ A (����< ���

��� 
� �
��
 ϕ ·ψ ∼ ϕ+ψ ��� �>:�� (���� ϕ, ψ< �����������>B�� �
����> ϕ(1) =
ψ(0)� � ��
���
��< ϕ̄ ∼ −ϕ C&�� ϕ̄ A �:������ (��� ��� ϕD< ��� ��� ϕ+ ϕ̄ ∼ ϕ · ϕ̄ ∼ 0�
����-�
< ��� h : π1(X, x0)→ H1(X) A ;(�
�����
< �
�� X ������� 
������ ��
��∑
i niσi A ����
�����  ���< (���
�����>B�� ������ ;��
��� &��((� H1(X)� ����	
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������ 
�
(���
� σi< 
�-�� 
������< ��� ni = ±1� 2�� ��� −σi ∼ σ̄i< 
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�-�


������< ��� ��F "	 ��� �
��� ���

∑
i σi� E
�� �����	�� �� (���� σi �� ������
�

(���3�< �� �� �
����� ∂(
∑

i σi) = 0 
������< ��� � 
�

� ����3�
� ���&�� (��� σj < ���
������&� �(�������� (����������� (���� σi · σj � 2�� ��� σi + σj ∼ σi · σj < 
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�-�

� ��(�
�

∑
i σi ��
����� σi + σj �� σi · σj � �������� ;�� (�� �����< 
� (������
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����>< ��&�� ��-��� (��� σi ������
� (����� 
 ������
 � ��� �
 � ���������
����� xi ∈ X � 2�� ��� X ������� 
�����< 
�B�
���>� (��� γi �� ��
������� �����
x0 � xi� 2�� ��� γi · σi · γ̄i ∼ σi< 
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������< ��� �
� σi A (���� 
 ������
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i σi &�
���&���� (����������> �
�� (����� σi<
������� (���
������� ;��
��� �:���� &�
�
�����
� h : π1(X, x0)→ H1(X)�
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����� &��((� π1(X) ��-�� � ���� &�
�
�����
� h< ��� ��� &��((� H1(X)

�:������ H��:� (������� �:������ ���>�����< (���-�
< ��� �
�� [ϕ] ∈ Ker h< ��
(���� ϕ (���
������� ����������� ;��
��� � �:�������� �� π1(X)ab�
��
�� [ϕ] ∈ Ker h� 2�&�� ϕ< ��� "	
�����  ���< ������
� &���� �� $	
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���� (������ ���F�� 
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−σi �� σi� � ���������� 
� (�����
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i σi)� �� 
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����
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�� ∂σi = τi0 − τi1 + τi2 ��� 
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�
(���
�� τij< (������


C4D ϕ = ∂(
∑
i

σi) =
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i,j

(−1)jτij .
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′
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(������ ���������� �:���������< 
� (������


[ϕ] =
∑
i,j

(−1)j [τ ′ij ] =
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[∂σ′
i] =

∑
i

([τ ′i0]− [τ ′i1] + [τ ′i2]).
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π1(Sg) ∼= 〈 a1, . . . , ag, b1, . . . , bg | a1b1a−1
1 b−1
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2 b−1

2 · . . . · agbga−1
g b−1
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��� ;�����������
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�B�
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���(���
��� ;�����������
�� (��	
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� ��� ����F���� ;�����������
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� A 
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���(���
��
� ;�����������
��
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 �:����
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���
X � Y ����� ��
���������� .����������� C�:��������
� X �w Y D< �
�� 
�-��
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�B�
����� (�
������������
�� C?��&��&@D ���:��-����

X ← Z1 → Z2 ← . . .← Zk → Y,
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���(���
��� ;�����������
�� f : Z → X < &�� Z A ��������� (��
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� ��������� ��������
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��� X �

�
��
�� "� � '�� �
���� ������������ X ��6������� ��������� ������������
Z � ������ ��
����������� .�������������	 f : Z → X&
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��� �� (�
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 (� ����� ��  �(���� ���-����� ��������� (��	

����
�� Z0 ⊂ Z1 ⊂ . . . � 
�
��
� (�����-�>B�� ���& ���&� ���:��-���� fk : Zk →
X < ����>< ��� (fk)∗ : πi(Zk) → πi(X) A 
���
�����
 (�� i < k � ;(�
�����
 (��
i � k� M���� �� ��������
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 k = 0 � Z0 = pt �
����(���-�
 ��(���< ��� ��������� (��
����
��� Zk �-� (�
������< � �(�F�


(�� ����� (�
������� Zk+1�
.��:��-���� (fk)∗ : πk(Zk) → πk(X) 
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�-��< �� ��J�����	

��� ��:���
 ��������� ���:��-���� gα : S
k → Zk< (���
�����>B�� �:����>B��

���� ���:��-���� (fk)∗� �������
 ������ ek+1
α � Zk (�
���
���
 ;��� ���:��-�	

��� gα � �:������
 (��������� ��������� (��
����
��� Z ′
k+1� 2�� ��� ��
(��� ��

fkgα &�
���(�� ���> ��� �>:�&� α< ���:��-���� fk (�����-���
� �� ���:��-����
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′
k+1 → X !

Sk
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gα �� Zk
fk ��
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X
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2�&�� (f ′
k+1)∗ : πi(Z

′
k+1) → πi(X) A 
���
�����
 (�� i < k (� �����
� � ���������

�((���
�
� ��! (����������� (k+1)	
����� ������ � Zk �� 
����� &��((� πi T i < k<
� πi(Zk) → πi(X) A 
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�����
 (�� i < k� 7��
� ��&�< (f ′

k+1)∗ : πk(Z
′
k+1) → πk(X)

A ���-� 
���
�����
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���� ;��&� &�
�
�����
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� ���:��-���>< �� �� ���:��-���><
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������>�
2�(��� ��:���
 ���:��-���� hβ : S

k+1
β → X< (���-��>B�� &��((� πk+1(X)< �

(���-�
 Zk+1 = Z ′
k+1 ∨ (

∨
β S

k+1
β )� .��:��-���� f ′

k+1 � hβ ����>� ���:��-����
fk+1 : Zk+1 → X � 2�&�� (fk+1)∗ : πk+1(Zk+1)→ πk+1(X) A ;(�
�����
 (� (�
������>�
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� ��&�< (fk+1)∗ : πi(Zk+1)→ πi(X) A ;(�
�����
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(��� ��

πi(Zk) −→ πi(Z
′
k+1) −→ πi(Zk+1)

(fk+1)∗−→ πi(X)
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 (�� i � k (� (���(���-���> ��	
��� ��� ������ < (���-�
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��
�� ϕ ∈ Ker
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k+1 → Zk+1 A ���-����� 2��
��� Zk+1 (�������
� �� Z ′

k+1 (�����������
 (k + 1)	
����� ������< �� �����
� �
��������� �((���
�
� �� 
������< ��� ϕ = j∗ψ ��� ��������&� ψ ∈ πi(Z ′

k+1)� 2�&��
0 = (fk+1)∗ϕ = (fk+1)∗j∗ψ = (f ′

k+1)∗ψ� 2�� ��� (f ′
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��� (���-�
 Z =

⋃
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�� ���:��-�	
��� (�� f : (Dn, Sn−1) → (X,A)< (�������B�� ��
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 ��&�� � ������ ��&��< ��&�� (��� (X, x0) ������
�
n	
������ ��� ��������� C;�����������< ��� �>:��D ����� x0 ∈ X �
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A∩B ������ � �������&  �������%�
* ��� ���� (A,C) �������� m��������* � ����
(B,C) �������� n��������& "���� ������%���� πi(A,C)→ πi(X,B)* ��������������
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�����
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� � ���
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&�� �:� ���
�����
� (�����>�
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2�� ��� π3(S
1) = π2(S

1) = 0 � π3(S
3) ∼= Z< 
� (������
 π3(S

2) ∼= Z�



��

*�*� .���/��
��	��� �
��
�� ���
/����� 0���������
��� �
������ �� �
(���	
������� ?
��:��-���� �:B�&� (���-����@�

'��������	���� �����
� >&;& �� (�
������������ ��


����
 ��
������ �
3 :�	
��� �:B�� 
������� ������ 
����� ���>���� ���

���
��� ����������
��� �����
�
/�����������
!����� 9& A (������� �� C (�����������
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 ����� ������ en+1�
0�� ����������
��� 
>�J�������
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�����
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�� ������ em+1

α � en+1� ��:���
 ����� pα ∈ em+1
α � q ∈ en+1�
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�� � k �:J�������� �������&� ��
�� ��(����� 
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&�&�������� ���
����
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���
������� � i−m− 1 ��� �
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⋃
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�� &�
�
�����
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�� ��� ����
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������� 
������� f0, f1 : (D
i, Si−1) → (A,C) ������< ��� e([f0]) = e([f1]) ∈ πi(X,B)�
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�B�
����� &�
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⋃
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 ������ ���
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��� ��
�� ������� ���
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�
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� �����&����< ?
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F : (Di, Si−1)× I → (X,B) 
 ������ �� B \ C�
!����� ?& A (������� �� C (�����������
 ������ ���
����
�� � m + 1< � B

(������� �� C (�����������
 ������ ���
����
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����
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����
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� �
��
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������
��
�� Ak ⊂ A A �:J�������� C � ������ A ���
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'������������< 
������ ������������ 
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������ ��������� (���
(A,C) �
��� 
 �����
��> �� &�
���(�� ����� ���< ��� ��
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������ ��������� (���< � (CA,A) A (l + 1)	
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[ · , · ]w : πk(X)× πl(X)→ πk+l−1(X),
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:D ��� α ∈ πk(X) � β ∈ πl(X) 
 k, l > 1 �
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[α, β]w = (−1)kl[β, α]w;
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� ��(��
�� 
(�
�: ����������
���< �
(�����>B�� (�����������
'�
���
��� � ������&���< ������� ���-� :���� ����-�� � ���� ������
��� k = 1 
���
��� �D ��3� �������� ���:��-���� π1(X)×πl(X)→ πl(X)< l > 1< ��	

����� ��������
� ��������
 #����
�����	��� ������ �� ������ ��
�����������
��������
2�(��� ��


����
 (��
����
��� (����� ΩX � .(��� �� ��

���������� (�����<

(x, y) �→ xyx−1y−1< ���� ����� ���:��-���� c : ΩX∧ΩX → ΩX� CE
�� :��� �����
<
;�� ���:��-���� �(�������� ��F� 
 �����
��> �� &�
���(��< ��� ��� (���� � ��

�
�>� ���
��������> ������ 6��&� 
�-�� ��:�-���< ��


������� (���� (���
��	
��� �����< ��� �������
�� ����� A����D
 �����������
 !�
��	���� 
�������� f : Sp → ΩX � g : Sq → ΩX ��������
�


������

[f, g]s : S
p+q = Sp ∧ Sq f∧g−→ ΩX ∧ ΩX c−→ ΩX.

6�� ����3� ��������� �(�����3���� (�����������

[ · , · ]s : πp(ΩX)× πq(ΩX)→ πp+q(ΩX),

������� ���-� ��������
� (�����������
 '�
���
����
��-�� ��������< ��� (�� (������B�
 ��:��� ���
�����
� t : πn(X)→ πn−1(ΩX)

(����������� �������� � '�
���
��� 
������ 
�����F����


t[α, β]w = (−1)k−1[tα, tβ]s

��� α ∈ πk(X) � β ∈ πl(X)� ' ��3��
 ;��&� 
�����F���� 
���
��� �D5�D (�����������
�������� (�������� � 
����>B�� 
���
��� (����������� '�
���
���!

�D ��� ϕ ∈ πp(ΩX) � ψ, η ∈ πq(ΩX) �
��


[ϕ, ψ + η]s = [ϕ, ψ]s + [ϕ, η]s;

:D ��� ϕ ∈ πp(ΩX) � ψ ∈ πq(ΩX) �
��


[ϕ, ψ]s = −(−1)pq[ψ, ϕ]s;
�D ��� ϕ ∈ πp(ΩX)< ψ ∈ πq(ΩX) � η ∈ πr(ΩX) �
��


[ϕ, [ψ, η]s]s = [[ϕ, ψ]s, η]s + (−1)pq[ψ, [ϕ, η]s]s.
6�� ��� 
���
��� ������>�
� �����������	< �������������� ������

�������
����	 � �������������� ��%������ B����< 
������
������� �������������� ���	
������ (��
����
��� V < �� ������
 ������� �(��� �� [ · , · ] : V × V → V < ������	
�����>B�� ;��
 ��3
 
���
���
< ��������
� �������������� �������� C�� 2���

�:����
< (����������� '�
���
��� (�����B��� ��������� (��
����
��� π∗(ΩX)⊗Q

C��������	��� ��
����������� ������D � &������������> ��&�:�� ��< ������� ��	
������
� ��������	��� ��
����������� �������� C� (��
����
��� X �



��

*�%� :������7�/� :��
����< �
��
�� :��
���� � �
��
�� ;�,�4
'�� D����
��%���� ,������� h : πn(X, x0) → Hn(X) �(��������
� 
����>B�
 �:����
� ��
��
;��
��� [f ] ∈ πn(X, x0) (���
������ 
�������
 f : (Sn, s0) → (X, x0) � (�
��
α ∈ Hn(S

n) A ���
��������� �:����>B�� &��((� Hn(S
n) ∼= Z� 2�&�� (���-�


h([f ]) = f∗(α)< &�� f∗ : Hn(S
n) → Hn(X) A ���� ��������� &�
�
�����
 � &�
���	

&���� .��:��-���� h �(�������� ���������< ��� ��� &�
���(��� ���:��-���� ����	
 ���>� ���������� &�
�
�����
� � &�
���&����
D��������	��� ������%���� ,������� h : πn(X,A, x0) → Hn(X,A) �(��������
�

(� ���
��� h([f ]) = f∗(α)< &�� f : (Dn, Sn−1, s0) → (X,A, x0) � α ∈ Hn(D
n, Sn−1) A

���
��������� �:����>B�� &��((� Hn(D
n, Sn−1) ∼= Z�

��
'��(
��
 "��#� D�����%���� ,������� h : πn(X, x0) → Hn(X) �������� ���

�
��#��
�
 ��� n � 1& D��������	��� ������%���� ,������� h : πn(X,A, x0)→
Hn(X,A) �������� ��
�
��#��
�
 ��� n > 1&

'��������	����& �� �-� ��������< ��� h : π1(X, x0) → H1(X) A &�
�
�����
 �
�����
� *�"� 2�� ��� ��-�� �������� ��F� �����-����� �: ����
�������
 ���:��	
-���� ���������
��
�� f, g : (Dn, Sn−1)→ (X,A) A ����
�������� 
�������< (���
�����>B�� ;��	


���� &��((� πn(X,A)� ��
 ���� (��������< ��� (f + g)∗ = f∗ + g∗< &�� + � �����
��
�� �������� 
�

� 
��������< � ��3������ �������� ���� ��������� &�
�
��	
���
 � &�
���&���� 2�&�� 
� :���
 �
���

h([f + g]) = (f + g)∗(α) = f∗(α) + g∗(α) = h([f ]) + h([g]),

��� � ���:���
��
��
�� c : Dn → Dn ∨ Dn A ���:��-����< 
��&���>B�� ;������ Dn−1 � �����< �

q1, q2 : D
n ∨ Dn → Dn A ���:��-����< ��-��
������� �� ����
 
��&��
�
 :����� �


��&���>B�� ���&�� 
��&��
�� � ������ 2�&��< (� �(��������> 
�

� 
��������<

f + g = (f ∨ g)c : (Dn, Sn−1)→ (Dn ∨Dn, Sn−1 ∨ Sn−1)→ (X,A).

2�(��� ��


����
 ���&��

�

Hn(D
n, Sn−1)

c∗ ��

Δ
�����

����
����

����
��

Hn(D
n ∨Dn, Sn−1 ∨ Sn−1)

(f∨g)∗ ��

∼=q1∗⊕q2∗
��

Hn(X,A)

Hn(D
n, Sn−1)⊕Hn(D

n, Sn−1)

f∗+g∗



����������������

.��:��-���� q1∗ ⊕ q2∗ A ���
�����
< ��� ��� �&� �:������ �
�� i1∗ + i2∗< &��
i1, i2 : Dn ↪→ Dn ∨ Dn A ���>����� 
��&��
�� � :����� 2�� ��� ���:��-����
q1c, q2c : (D

n, Sn−1) → (Dn, Sn−1) &�
���(�� ��-��
������
�< (q1∗ ⊕ q2∗)c∗ = Δ A
���&�������� ���:��-���� α �→ (α, α)� 2�� ��� (f ∨ g)i1 = f � (f ∨ g)i2 = g< �
��


(f ∨ g)∗(i1∗ + i2∗)(α, 0) = f∗(α), (f ∨ g)∗(i1∗ + i2∗)(0, α) = g∗(α).

'������������<

(f ∨ g)∗c∗(α) = (f ∨ g)∗(i1∗+ i2∗)(q1∗⊕ q2∗)c∗(α) = (f ∨ g)∗(i1∗+ i2∗)(α, α) = (f∗+ g∗)(α).

' ���&�� 
������< (f ∨ g)∗c∗ = (f + g)∗ C

� ��F�D� �
��
�
�����
 �������� h : π1(X, x0)→ H1(X) �(�
�� � �����
� *�"�



��

�
��
�� "��$ C�������D�  ���	 ������������ X �������� (n−1)�������
* n � 2*
�& �& π0(X, x0) = π1(X, x0) = . . . = πn−1(X, x0) = 0& "���� H1(X) = . . . = Hn−1(X) = 0
� h : πn(X, x0)→ Hn(X) 1 ���
��#��
&
 ���	 ���� (X,A) �������� (n−1)��������* n � 2* � ������������ A ���������� �

�������& "���� Hi(X,A) = 0 ��� i < n � h : πn(X,A, x0)→ Hn(X,A) 1 ���
��#��
&

'��������	����& K�


����� ��������> �((���
�
� �>< 
�-�� 
������< ��� X A
��������� (��
����
���< � (X,A) A ��������� (���� 2�&�� ����
�������� 
�����
�����
� 
�����
� � �:
��>���
�< ��� ��� πi(X,A) ∼= πi(X/A) (�� i � n 
�&��
��

(�����-���> *�""< � Hi(X,A) ∼= H̃i(X/A) 
�&��
�� (�����-���> $�"*�
� �:
��>���
 
����� ��
��-��� �:�:B���� (�����-���� 4�" �� OPQ("S (���������<

��� (n − 1)	
������ ��������� (��
����
��� X 
�-�� ��
����� �� &�
���(���
��
;������������ (��
����
��� 
 ����� #	
����� ������� � :�� ������ ���
����
��
� n − 1� ��;��
� 
�-�� 
������ Xn−1 = pt < � ������ H̃i(X) = 0 (�� i < n� 0����<

�-�� 
������< ��� X = Xn+1< ��� ��� ������ ���
����
�� � n+2 �� ����>� �� ��
πn< �� ��Hn� 2���
 �:����
<X �
��� ��� (

∨
α S

n
α)∪(

⋃
β e

n+1
β )< ��� � (�����-���� *�")�

2�&�� &�
�
�����
� �������� πn+1(X,X
n)→ Hn+1(X,X

n) � πn(X
n)→ Hn(X

n) A
���
�����
�< ��� ��� �
� �����B�� � ��� &��((� A 
��:����� �:�����< (���-�3�	
��� ���

�
� 
���< �����B�� � :������ K�


����
 ��

��������> ���&��

�

πn+1(X,X
n) ��

∼=
��

πn(X
n) ��

∼=
��

πn(X) ��

h
��

0

Hn+1(X,X
n) �� Hn(X

n) �� Hn(X) �� 0

M� 1	��

� 
������< ��� h : πn(X)→ Hn(X) A ���
�����
� �

�
��
�� "��% C&�
���&���
��� �����
� ��������D� D�����%���� f : X → Y ���
��������� ��������� ����������� �������� ��
����������� .�������������	

����� � ���	�� �����* ����� �������������� ������%���� f∗ : Hn(X) → Hn(Y )
����
��� ���
��#��
�
� ��� ���� n&

'��������	����& ��-�� �������� ��F� �����-����� ?��&��@� ,�
���� f �� ������	
��� ���:��-����< � Y �� (X× I)∪f Y C ������ ���:��-���� fD< 
�-�� 
������< ���
f A ���-���� ��������&� (��(��
����
���< �� �� (Y,X) A ��������� (����
2�� ��� f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) ����>�
� ���
�����
�
� ��� �
�� n< �� &�
���&���	


��� (�
������������
�� (��� 
������< ��� Hn(Y,X) = 0 ��� �>:�&� n� 2�� ��� X
������� 
�����< � Y ����
�����< �� &�
���(���
��� (�
������������
�� (��� 
����	
��< ��� π1(Y,X) = 0< �� �� (��� (Y,X) ����
������ 2�� ��� X ����
�����< �� ����
�	
������� �����
� �������� 
������< ��� h : π2(Y,X) → H2(Y,X) = 0 A ���
�����
�
'������������< π2(Y,X) = 0< �� �� (��� (Y,X) $	
������ ������-�� (� ����� ��< 
�
(������
 πn(Y,X) = 0� M� &�
���(���
��� (�
������������
�� (��� 
������< ���
f∗ : πn(X) → πn(Y ) ������
� ���
�����
�
 ��� �>:�&� n� '������������< f A &�	

���(���
��� ;�����������
�� (� �����
� �������� C

� OPQ("< 2����
� "#�"#SD� �

&�'��� � ����(�
����

"��)� ��(�
��
< ��� [X, Y ] �:�������� 
��-�
��� ���

�� &�
���(��� ���:��-����
X → Y � 0���-���< ��� (��
����
��� X, Y &�
���(���
�� ;�����������< �
�� ���
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�>:�&� Z 
�B�
����� ����
�� ����������� 
������
���� ϕZ : [Z,X] → [Z, Y ]< ����	
��� �
��
������ (� Z� ��
������ ��������< ��� ��� �>:�&� ���:��-���� h : Z → Z ′

���&��

�

[Z,X]
ϕZ

�� [Z, Y ]

[Z ′, X ]

h∗
��

ϕZ′
�� [Z ′, Y ]

h∗
��

��

���������

"��*� 0���-���< ��� (��
����
��� X, Y 
��:� &�
���(���
�� ;�����������< �
��
��� �>:�&� ��������&� (��
����
��� Z 
�B�
����� ����
�� ����������� 
������	

���� ϕZ : [Z,X ]→ [Z, Y ]< ������� �
��
������ (� Z�

"��+� ��������� (��
�� 
��:� &�
���(���
�� ;������������ (��
����
�� X, Y < ���
������� �� 
�B�
����� �� 
��:�� &�
���(���
��� ;�����������
�� f : X → Y < ��

��:�� &�
���(���
��� ;�����������
�� g : Y → X �

"���� ��
�� D2
+ � D2

− A ������� � ��-��� ��
������ (���
���� � S2< � N A 
�	
������ (��>
� �:�����
�< ��� π3(S

2, D2
+)
∼= Z< � π3(S

2 \N,D2
+ \N) = 0� =����&����<

π3(S
2, D2

+)
∼= Z< � π3(D

2
−, D

2
− ∩ D2

+) = 0� 2���
 �:����
< 
���
��� ��������� �� ��	
(������ ��� π3(S

2, D2
+)�

"���� 0���-���< ��� ��� �>:�� n	
������ ��������� (��� (X,A) 
�B�
����� ���	
������ (��
����
��� Z< (������
�� �� A (�����������
 ������ ���
����
�� > n< �
&�
���(���
��� ;�����������
�� Z → X< ��(����-��� �� A�

"�� � ����-���< ��� (��
����
��� S2 � S3×CP∞ �
�>� ���������� &�
���(���
���
&��((�< �� ������ &��((� &�
���&���

"��"� ����-���< ��� (��
����
��� Sm × RP n � Sn × RPm �
�>� ���������� &�
�	
��(���
��� &��((�< �� (�� m �= n � n > 1 �� &��((� &�
���&�� ���������

"��#� ����-���< ��� (��
����
��� S1 ∨ S1 ∨ S2 � S1× S1 �
�>� ���������� &��((�
&�
���&��< �� ������ &�
���(���
��� &��((��

"��$� ����
���� πn(S
1 ∨ Sn)�

"��%� 0���-���< ��� ��� �>:�&� n > 0 � �>:�� &��((� π< ������� ���-�� :���
�:������ (�� n > 1< 
�B�
����� ��������� (��
����
��� X < ��� ������&� πn(X) = π �
πi(X) = 0 (�� i �= n� 2���� (��
����
��� X ��������
� ������������
 �����������
A������� � �:��������
� K(π, n)�

"��)� 0���-���< ��� (��
����
��� K(π, n) ����
������ 
 �����
��> �� &�
���(���	

��� ;�����������
���

"��*� �:�����
�< ��� K(Z, 1) � S1< K(Z2, 1) � RP∞< K(Z, 2) � CP∞< � ���-� ���
�
� ���
����� (�������
��< �� �
��>�����
 S2 � RP 2< ����>�
� (��
����
���
�
��(� K(π, 1)�
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�����������������
X1

� ������� ��-��� ���:��-���� X → Xn ���� ����� ���
�����
 &��(( πi (�� i � n<
� πi(Xn) = 0 (�� i > n� 6�� ���&��

� ��������
� ������  ��������� ��� X �

"� �� 0���-���< ��� &�
���(���
��
 
���
 ���:��-���� Xn → Xn−1 � :�F�� ��
�	
������ ������
� (��
����
��� ��(� K(π, n)< &�� π = πn(X)�

"� �� 0���-���< ��� (��������>B�� ���:��-���� w : Sk+l−1 → Sk ∨ Sl ��� (k + l)	
������ (����������� Sk × Sl ����3�
� ��
(��� ���

Sk+l−1 = ∂(Dk ×Dl) = Dk × Sl−1 ∪Sk−1×Sl−1 Sk−1 ×Dl → Sk ∨ Sl,
&�� (�
������ ���:��-���� 
�
���� �� ���� (���� ��

Dk × Sl−1 → Dk → Dk/Sk−1 = Sk ↪→ Sk ∨ Sl �

Sk−1 ×Dl → Dl → Dl/Sl−1 = Sl ↪→ Sk ∨ Sl

� (�������� Sk−1 × Sl−1 � ��
������> ������

"�  � �:�����
�< ��� (����������� �������� π1(X)× π1(X)→ π1(X) A ��

�������

"� "� 0���-���< ��� ��� α ∈ πk(X) � β, γ ∈ πl(X) 
 l > 1 �
��� 
�
�� 
�����F����
[α, β + γ]w = [α, β]w + [α, γ]w�

"� #� 0���-���< ��� ��� α ∈ πk(X) � β ∈ πl(X) 
 k, l > 1 �
��� 
�
�� 
�����F����
[α, β]w = (−1)kl[β, α]w�
"� $� 0���-���< ��� (�� (������B�
 ��:��� ���
�����
� 
�(��-���� t : πn(X)→
πn−1(ΩX) (����������� �������� � '�
���
��� 
������ 
�����F����


t[α, β]w = (−1)k−1[tα, tβ]s

��� α ∈ πk(X) � β ∈ πl(X)�
�������� 
���
��� �D5�D (����������� '�
���
��� C:��������
��< &����������	

��> ������

��������
�� � &������������� ��-��
��� 8��:�D �� 
������
���>B��

���
�� (����������� ���������

"� %� .:������
 ����� ιn ��������
��> �:����>B�> &��((� πn(S
n) � ����� η2 A

��������
��> �:����>B�> &��((� π3(S
2)< �� �� ���

 ���:��-���� U�(�� S3 → S2�

����-���< ��� [ι2, ι2]w = 2η2�



��

"� )� ��
�� α ∈ πk(X) � β ∈ πl(X)� 0���-���< ��� (����������� �������� [α, β]w
��-�� � ���� &�
�
�����
� ���
������ Σ : πk+l−1(X)→ πk+l(ΣX)�
� ��
���
��< �
�� X A (n − 1)	
������ ��������� (��
����
���< �� (��������	

��� �������� [α, β]w ���

�� α, β ∈ πn(X) ��-�� � ���� &�
�
�����
� ���
����	
�� Σ : π2n−1(X) → π2n(ΣX) � ?(�&��������@ ���
����
��< ������� ������
� ;(�	

�����
�
 
�&��
�� �����
� /����������� ?2������ ��
��@ �����
� /����������
�����-����< ��� ���� ;��&� ;(�
�����
� (���-���� ���

�
� ���� [α, β]w�

"� *� 0���-���< ��� �
�� X A ��(���&���
��� &��((�< �� [α, β]w = 0 ��� �>:��
α ∈ πk(X) � β ∈ πl(X)� 6�� �:�:B��� ��� ����< ��� �����
��������� &��((� ��(�	
��&���
��� &��((� ��

���������

"�"+� 0���-���< ��� π4(S
3) ∼= Z2 ��� 0� C��������! ��


������ &�
�
�����
 ���	


������ π3(S
2) → π4(S

3) � �
(�������� ������ *�)4 � *�)%�D 2������ ��
�� �����
�
/���������� ��3� πs1 = π4(S

3) ∼= Z2�

"�"�� ��������� (��
�� (n−1)	
������ (��� (X,A)< n � 2< 
 ������
�����
 A< ���
������� h : πn(X,A, x0)→ Hn(X,A) �� ������
� ���
�����
�
�

"�"�� ����-���< ��� (���� ��

S1 × S1 → (S1 × S1)/(S1 ∨ S1) = S2

���� ����� ����������� &�
�
�����
 � &�
���(���
��� &��((��< �� ����������	
��� &�
�
�����
 � &��((�� &�
���&���

"�" � ����-���< ��� (���� �� p : S3 → S2 ��

������ U�(�� ���� ����� ��������	
��� &�
�
�����
 � &��((�� &�
���&��< �� ������������� &�
�
�����
 � &�
���	
(���
��� &��((���

"�""� ��
�� α ∈ πk(X) � β ∈ πl(X)� 0���-���< ��� (����������� �������� [α, β]w
��-�� � ���� &�
�
�����
� �������� h : πk+l−1(X)→ Hk+l−1(X)�

"�"#� 0���-���< ��� �
�� X ����
����� � Hi(X) ∼= Hi(S
n) ��� �>:�&� n< �� X � Sn�

"�"$� ����-���< ��� �
����� ����
�����
�� (��
����
�� X � Y � �����
� *�"4 
�B�	

�������

"�"%� ��������� (��
�� ���:��-���� 
������ ��������� (��
����
�� f : X → Y <
��� ������&� f∗ : π1(X)→ π1(Y ) A ���
�����
 � f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) A ���
�����

��� �>:�&� n< �� f �� ������
� 
��:�� &�
���(���
��� ;�����������
��>� C��-��
��������< ��� ����� f :���� &�
���(���
��� ;�����������
��>< �
�� &��((� π1(X)
� π1(Y ) �:����� � ���������� ���
���>� �� ��
F�� &�
���(���
��� &��((���D

1� #�������� � ��'((��������� � �����������

1�"� ���
'
�
��� � �	�����
 	��,	���� ��(�
��
< ������������ ������������
G ⊗ H �:������ &��(( G � H �(��������
� ��� ������&��((� �:������ &��((� 

�:����>B�
� g ⊗ h< g ∈ G< h ∈ H < (� 
�����F����
 (g + g′) ⊗ h = g ⊗ h + g′ ⊗ h
� g ⊗ (h + h′) = g ⊗ h + g ⊗ h′� 7��
� ��&�< �(�������� �:����� &��((� Hom(G,H)<
;��
����
� ������� ����>�
� &�
�
�����
� G→ H �



��

��
�� ��(��� ���� ���
��������� �:����� &��((� G� 2�&�� �(��������< 
������	

������< ������������ � ���������������� ��������

−⊗G : H �→ H ⊗G, Hom(−, G) : H �→ Hom(H,G),

�� �:������ &��(( � �:����� &��((��
��
�� ��(��� X A ��(���&���
��� (��
����
���� ���
���� �������� − ⊗ G �

Hom(−, G) � &��((�
 
��&�������  �(�� Cn(X)< 
� (������
 &��((�

Cn(X;G) = Cn(X)⊗G � Cn(X ;G) = Hom(Cn(X), G),

������� ������>�
� ������
� E���������� ����� � ��.##�������
� � G � �������

� E���������� ������� � ��.##�������
� � G< 
������
������� � :���� ����

���� 
��&�������  �(� a ∈ Cn(X;G) (���
������� 
�:�� �������> ��
:��� �>
a =

∑
i kiσi< &�� ki ∈ G � σi : Δ

n → X A 
��&������� 
�
(���
�� '��&�������
�� �(� c ∈ Cn(X;G) (���
������� 
�:�� ���� �> �� 
��-�
��� n	
����� 
��&�	
������ 
�
(���
�� (��
����
��� X 
� ��������
� � &��((� G�
���
���� −⊗G � Hom(−, G) � &�������
� &�
�
�����
� ∂n : Cn(X)→ Cn−1(X)<


� (������
 &�������� &�
�
�����
 ∂n : Cn(X ;G)→ Cn−1(X ;G)<

∂n(σ) =
∑
i

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vn],

&�� σ : Δn = [v0, . . . , vn]→ X A 
��&������� 
�
(���
< � ����������� ��
�
��#��

:��##��������< dn−1 : C

n−1(X;G)→ Cn(X ;G)< �������
�� ���
����

(dn−1c)(σ) =
∑
i

(−1)ic(σ|[v0,...,v̂i,...,vn]).
�� �
��
 ∂n∂n+1 = 0 � dndn−1 = 0� 2���
< �:����
< 
� (������
  �(��� ��
(���


. . . −→ Cn+1(X;G)
∂n+1−→ Cn(X;G)

∂n−→ Cn−1(X;G) −→ . . .
∂1−→ C0(X ;G)

∂0−→ 0,

� ���-� �������� ��
�����

0 −→ C0(X;G)
d0−→ . . . −→ Cn−1(X;G)

dn−1−→ Cn(X;G)
dn−→ Cn+1(X ;G) −→ . . .

���((� &�
���&�� Hn(X;G) = Ker ∂n/ Im ∂n+1 ��������
� n	� ������� ���������
��� ��
������ ������������ X � ��.##�������
� � G< � ������ ����
������
Hn(X;G) = Ker dn/ Im dn−1 ��������
� n	� ������� ����������� ����
������ ����
��������� X � ��.##�������
� � G� 7� �(� �� Ker dn ������>�
� n	
����
� ���
�����
�< � �� �(� �� Im dn−1 ������>�
� ���������
��
8
��< ��� Hn(X;Z) = Hn(X)� 0�� ��&�
���&�� Hn(X ;Z) 
 ��;��� �����
� � Z

���-� ��
�� �
(�������
� 
����B3���� �:��������� Hn(X)�

��� �(��������� (�����3���� &�
���&�� H̃n(X ;G) 
� ��


�������� &�
�
��	
���
 ��&
���� �� ε : C0(X;G) → G< �������� ���
���� ε(

∑
i kiσi) =

∑
i ki� 0���	


������� &�
�
�����
 ε∗ : G → C0(X ;G) (�������� g ∈ G � ���� �>< (����
�>	
B�> (�
������� �������� g �� �
�� 0	
�
(���
��� �� (������
 �����
������������
�������� ��
�����

0 −→ G
ε∗−→ C0(X;G)

d0−→ C1(X ;G)
d1−→ C2(X;G) −→ . . .

E&� ��&�
���&�� ������>�
� ������+���
� ������
� ����
������ � �:������>�
�

H̃n(X;G)� �� �
��
 H̃0 = Ker d0/ Im ε∗ = H0/ Im ε∗ � H̃n = Hn< n � 1�



��

'���
��� &��(( &�
���&�� 
 ��;��� �����
� (����
��> �����&���� 
���
���

�:����� &��(( &�
���&�� C
 ��;��� �����
� � ZD� '���
��� &��(( ��&�
���&��
(�����>�
� ?���
�����
 �:��B����
 
������@� ������3
 ���
�������� �����	
-�����< � ������� �
�>�
� ��������� �������N ��� (��
���� :���
 ��


��������
��&�
���&�� 
 ��;��� �����
� � Z�

�
��
�� #��� F���������� ������%���� ����������� f : X → Y ���������� ���

�
��#��
� ����� ����
������ f ∗ : H∗(Y )→ H∗(X)&
(��� ������%���� f, g : X → Y ��
������* �� f ∗ = g∗&

0�� (��� (X,A) &��((� ���������	��� ������� Cn(X,A) �(��������
� ��� (��	
&��((� � Cn(X)< 
�
���B�� �� �� �(��< �:��B�>B��
� � ���� �� 
��&������� 
�
	
(���
��< �:���� ������� ��-�� � A� C��(�
��
< ��� ����
��������  �(� Cn(X,A)
�(��������
� ��� #����������� Cn(X)/Cn(A)D� 2�� ��� dn (�������� Cn(X,A) �
Cn+1(X,A)< &��((� Cn(X,A) �:����>� �� �(��� ��
(���
< ��&�
���&�� ������&� A
���������	��� ����
������ Hn(X,A)�

�
��
�� #��� '�� ���� (X,A) �
��� 
���� ������ ������������	����	

. . . −→ Hn−1(X)
i∗−→ Hn−1(A)

d−→ Hn(X,A)
j∗−→ Hn(X)

i∗−→ Hn(A) −→ . . .

(��� ���%���� i : A ↪→ X �������� ������������
 :�����
��* ���� (X,A) 1 ����

������ ����<* �� Hn(X,A) ∼= H̃n(X/A)&

7�&�������� C��� �������
6��D &�
�
�����
 d : Hn−1(A) → Hn(X,A) � ���	
��� (�
������������
�� (��� �(��������
� 
����>B�
 �:����
� ��
�� ���

 [c] ∈
Hn−1(A) (���
������ �� ����
 c ∈ Cn−1(A)� ������-�
 c �� �� �(� c ∈ Cn−1(X)<
(���-�� ���� �> c ������ ���> �� 
��&������� 
�
(���
��< ������� �� ��-��
� A� 7� �(� dn−1c ∈ Cn(X) �� 
�
�
 ���� ������
� �� ����
 � Cn(X,A)< ��� ���
dn−1c = 0� 2�&�� d[c] = [dn−1c] ∈ Hn(X,A)�

�
��
�� #� �  ���	 (Xα, xα) 1 ����� ����������� � ��
������
� �����
�* ���
������� ���%���� xα ↪→ Xα ����
��� ������������
�& "����

H̃n
(∨

α

Xα

) ∼= ∏
α

H̃n(Xα), n � 0.

7�� � � 
����� &�
���&��< ;�� �������� �� ������ (�
������������
�� (�	
�� (

⊔
αXα,

⊔
α{xα})� .������ C������� (��������
� ������ ��� :�
�������� ��	

:���� (��
����
��D � ��
< ��� Hn(
⊔
αXα) =

⊕
αHn(Xα) A (��
�� 
�

�< �

Hn(
⊔
αXα) =

∏
αH

n(Xα) A (��
�� (������������ 6�� �������� �� ��&�:�����
��&�
�����! Hom(

⊕
αGα, H) ∼= ∏

αHom(Gα, H)�

0�� ��������&� (��
����
��� X 
�-�� �(�������� &��((� ��������� �����
��� Cn(X ;G) ��:� ��� Hn(Xn, Xn−1;G)< ��:� ��� Hom(Cn(X), G)< &�� Cn(X) =
Hn(X

n, Xn−1) A &��((� ���������  �(��� 6�� ��� (������ ;����������� C������D�
7�&�
���&�� Hn(X;G) (������
�&� �� �(��&� ��
(���
� ������>�
� ��������
�
����
������
� (��
����
��� X 
 ��;��� �����
� � G� 2�&��Hn(X;G) ∼= Hn(X ;G)�
7�������> �� �(� c ∈ Cn−1(X ;G) 
�-�� (���
������� 
�:� ��� ���� �> ��

(n − 1)	
����� ��������������� ������� en−1
β ∈ X 
� ��������
� � G< ����>< ���



��

��
��� ������� �� ������ (������� � ��
�����> ����� �������� ���� ��� 2�&��
��&�������� ���:��-���� d : Cn−1(X;G)→ Cn(X ;G) ����3�
� ���
����

dc(enα) =
∑
β

dαβc(e
n−1
β ),

&�� �(��������� ��
�� dαβ ∈ Z ���� � �����
� )�1�

����
� #�"� ��(�
��
 C

� (��
�� )�4D< ��� ���������  �(��� ��
(���
 ��� RP n

�
��� ���

0 −→ Z
2−→ Z

0−→ . . .
2−→ Z

0−→ Z
2−→ Z

0−→ Z −→ 0, �
�� n �3���N

0 −→ Z
0−→ Z

2−→ . . .
2−→ Z

0−→ Z
2−→ Z

0−→ Z −→ 0, �
�� n ���3����

��
�� (��
������ ��������� − ⊗ Z2 � Hom(−,Z2) �
� &�
�
�����
� � (�����	
�
�
 ��
(���
� 
�������
� ������
�� ��;��
� Hk(RP

n;Z2) ∼= Hk(RP n;Z2) = Z2

(�� 0 � k � n� .����� &��((�  �����
������ ��&�
���&�� Hk(RP n) ������>�
� ��
&��(( &�
���&�� Hk(RP

n) C������D�

1�$� 5�977���
����
 �����
 ��	�
'����
����	��� K�


����
 �������>
�����> (�
������������
�� �:������ &��((

C9D 0 −→ F −→ G −→ H −→ 0

���
���� � ��� �������� Cn(X) ⊗ −< (������
 �������> �����> (�
����������	
��
��  �(��� ��
(���
��

0 −→ C•(X;F ) −→ C•(X ;G) −→ C•(X ;H) −→ 0

C(��
������ �������� G ⊗ − �� �:��������� 
�������� ������ (�
������������	

��< 

� 
����>B�� (��������< ������ � ��F�
 
����� ;�� �����< ��� ��� &��((�
Cn(X) 
��:����D� 7������� ������ (�
������������
��  �(��� ��
(���
�� (����	
��� � ������� ������ (�
������������
�� &�
���&�� C

� �����
� $�9D

C"#D . . . −→ Hn(X;F ) −→ Hn(X ;G) −→ Hn(X;H)
∂−→ Hn−1(X ;F ) −→ . . .

=����&����< (��
���� � C9D �������� Hom(Cn(X),−)< (������
 �������> ���	
��> (�
������������
�� �� �(��� ��
(���
��

0 −→ C•(X;F ) −→ C•(X;G) −→ C•(X ;H) −→ 0

� ������> �����> (�
������������
�� ��&�
���&��

C""D . . . −→ Hn(X;F ) −→ Hn(X ;G) −→ Hn(X ;H)
d−→ Hn+1(X ;F ) −→ . . .

��
������������
�� C"#D � C""D ������>�
� ��.##��������
� �����
� ��������
�����	�����
��
.
�:�� ������
 (���
�����>� �������� ������ (�
������������
��

0 −→ Z
·m−→ Z −→ Zm −→ 0 � 0 −→ Zm −→ Zm2 −→ Zm −→ 0

��������� &�
�
�����
� b̃ : Hn(X ;Zm)→ Hn−1(X) � b : Hn(X;Zm)→ Hn−1(X;Zm)
�� 
������
���>B�� ��;��� ������� ������ (�
������������
���< � ���-� ��&��	
������ &�
�
�����
� β̃ : Hn(X;Zm)→ Hn+1(X;Z) � β : Hn(X ;Zm)→ Hn+1(X;Zm)
������>�
� ��
�
��#��
�
� 7���������



�	

��
���&���
��� &�
�
�����
 L��F����� b̃ : Hn(X ;Zm)→ Hn−1(X ;Z) �(�
�����	

� 
����>B�
 �:����
 � ����
 ����� 0�� α ∈ Hn(X;Zm) ��:���
 (���
��������
a ∈ Cn(X;Zm)� ?�����
�
@  �(� a ∈ Cn(X ;Zm) ��  �(� ã ∈ Cn(X;Z)< ��


�������
��;��� �����	������ (� 
����> m ���  ���� ��
��� 2�&�� &���� � ∂ã �����
�
�� m C�3 (��������� (� 
����> m �
�� ∂a = 0D� ������
! 1

m
∂ã �
��  �����
������

 ���< ������� � (���
������� ���

 b̃(α) ∈ Hn−1(X;Z)� E&� (��������� (� 
����> m
�
�� b(α) ∈ Hn−1(X;Zm)�

7�&�
���&���
��� &�
�
�����
 L��F����� β̃ : Hn(X;Zm) → Hn+1(X;Z) �(�	

�����
� ���� 0�� γ ∈ Hn(X;Zm) ��:���
 (���
�������� c ∈ Cn(X;Zm)� ?���	
��
�
@ �� �(� c ∈ Cn(X;Zm) �� �� �(� c̃ ∈ Cn(X;Z)< 
����� �3 ��������  �	
��
� ��
��
�< � �� ������
�� 2�&�� ��&���� � dc̃ �����
� �� m< � 
� �
��


β̃(γ) = [ 1
m
dc̃] ∈ Hn+1(X;Z)� 7��
� ��&�< (��������� ���

� [ 1

m
dc̃] (� 
����> m �
��

β(γ) ∈ Hn+1(X;Zm)� 6�� ����-���
� ��

��������� ���&��

��

Hn(X;Z)
ρ �� Hn(X;Zm)

˜β ��

β

����
���

���
���

�
Hn+1(X;Z)

·m ��

ρ

��

Hn+1(X ;Z)

Hn+1(X ;Zm)

&�� ρ A (��������� (� 
����> m�

1�)� -������� Tor � Ext� �� �(������
 Tor � Ext ��� 
������ ��� (����������

��

��������
 ���� �
 R 
 ����� ��< ��� ��� ;�� :���� �
��
������� ������
�< ����
��� ��F��  ���� ��
������� �&��������
� �:�����
� &��((�
� C�� �� Z	
�����
�D�
��(�
��
< ��� 
�����
 ��� ���� �
 R C��� R�
�����
D ��������
� �:����� &��(	

(� M 
 �(��� ��� · : R ×M → M < (r,m) �→ r ·m< ������� ������������� �
�����

(r1 + r2)m = r1m+ r2m< r(m1 +m2) = rm1 + rm2< (r1r2)m = r1(r2m) � 1 ·m = m ���
�>:�� ri ∈ R � mi ∈ M � ���
���
� ����>�
� �:����� &��((� C
����� ��� ZD �
��������� (��
����
��� C
����� ��� (���
D�
R	
����� F ��������
� ��������
< �
�� �� ���
����� (��
�� 
�

�

⊕
αRα< &��

��-��� Rα �
�� ���� � R< ��


�������
�� ��� R	
������
"�������
 ������������
 
������ M � N ��� R C�:��������
� M ⊗R ND ������	

��
� ������
����� 
��:����&� 
����� 
 
��-�
���
 �:����>B�� {(m,n) ∈M ×N}
(� (��
����>< (���-�3���
� �
����
�-��
� ;��
����
� ����

(m+m′, n)− (m,n)− (m′, n), (m,n+ n′)− (m,n)− (m,n′),

(rm, n)− r(m,n), (m, rn)− r(m,n),
&�� m,m′ ∈ M < n, n′ ∈ N < r ∈ R� ��
�
�����
� R	
������ M → N �:����>�
R	
�����< ������� �:��������
� HomR(M,N)�
!�������� �����	������ R	
����� M ��������
� ������ (�
������������
�� 
�	

�����

C"$D . . . −→ F2 −→ F1 −→ F0 −→M −→ 0,

� ������� �
� 
����� Fi 
��:�����
��
�� N A ���&�� R	
������ ��
�� (��
������ �������� − ⊗R N � 
��:�����

����������� C"$D (������
�� (�
������������
�� 
�-�� �� :��� ������< �� ������
�



�


 �(��
 ��
(���
�
� M
��>��� �� ;��&� ��
(���
� ���� M ⊗R N < (�����
  �(���
��
(���


. . . −→ F2 ⊗R N −→ F1 ⊗R N −→ F0 ⊗R N −→ 0.

E&� n	� &��((� &�
���&�� �:��������
� TorRn (M,N)< �� ��

TorRn (M,N) =
Ker(Fn ⊗R N → Fn−1 ⊗R N)

Im(Fn+1 ⊗R N → Fn ⊗R N)
.

=����&����< (��
���� ������� HomR(−, N) � C"$D � �
��>��� ���� HomR(M,N)<
(�����
 �� �(��� ��
(���


0 −→ HomR(F0, N) −→ HomR(F1, N) −→ HomR(F2, N) −→ . . .

E&� n	� &��((� ��&�
���&�� �:��������
� ExtnR(M,N)< �� ��

ExtnR(M,N) =
Ker

(
HomR(Fn, N)→ HomR(Fn+1, N)

)
Im

(
HomR(Fn−1, N)→ HomR(Fn, N)

) .
��� �
������ 
���
��� Tor � Ext�

�
��
�� #�#�

�D A����� TorRn (M,N) � ExtnR(M,N) �� �������* � �������	
 �� ���
��#��
�*
�� ������ ��������� �����	����� C"$D&

:D TorRn (−, N)* TorRn (M,−) � ExtnR(M,−) ����
��� �����������
 #�������
�*
� ExtnR(−, N) �������� ���������������
 #�������
&

�D TorR0 (M,N) =M ⊗R N � Ext0R(M,N) = HomR(M,N)&
&D TorRn (M,N) ∼= TorRn (N,M)&

'��������	����& �� ��F� (�����3
 �
������ ���� ����������
���< �
������ ����	
�� � ����
��� ������ ��� ����������
��� 
���
��� �D �
(�������
� 
����>B�� �����	
-������ ��
�� F• A 
��:����� ����������� 
����� M < F ′

• A 
��:����� �����������

����� M ′� 2�&�� �>:�� &�
�
�����
 R	
������ f : M → M ′ (�����-���
� ��  �(	
��&� ���:��-���� f• : F• → F ′

•!

. . . �� F2
��

f2
���
�
�

F1
��

f1
���
�
�

F0
��

f0
���
�
�

M ��

f
��

0

. . . �� F ′
2

�� F ′
1

�� F ′
0

�� M ′ �� 0

(���3
 �>:�� ��� ����� (�����-����  �(�� &�
���(��� 6�� �����-����� (������	
��
� ���&��

��
 (��
��
�



��

0�� ����������
��� &D ��


����
 
��:����> ����������� F• 
����� M � 
��:��	
��> ����������� G• 
����� N � 2�&�� 
� �
��
 ��

��������> ���&��

�

�� �� �� ��
. . . �� F2 ⊗R G2

��

��

F2 ⊗R G1
��

��

F2 ⊗R G0
��

��

F2 ⊗R N ��

��

0

. . . �� F1 ⊗R G2
��

��

F1 ⊗R G1
��

��

F1 ⊗R G0
��

��

F1 ⊗R N ��

��

0

. . . �� F0 ⊗R G2
��

��

F0 ⊗R G1
��

��

F0 ⊗R G0
��

��

F0 ⊗R N ��

��

0

. . . �� M ⊗R G2
��

��

M ⊗R G1
��

��

M ⊗R G0
��

��

M ⊗R N ��

��

0

0 0 0 0

��
���&�� 
�
�&� (����&� ��������&� 
���: � A ;�� Tor•R(M,N)< � &�
���&�� 
�
��
��-��� ��������� 
����� ���
����� Tor•R(N,M)� ��-�� ��������< ��� &�
���&��
��-��&� �� ;���  �(��� ��
(���
�� ���
����� &�
���&��
 ��
(���
�< 
�
������	
��&� �� 
������ Hn =

⊕
p+q=n Fp ⊗R Gq� �

1�*� -������ ����
�	�����4 ��977���
����� ������ ��� ���� �
 R = Z A
;�� �:����� &��((�� '��:����> ����������� �:������ &��((� G 
�-�� (�
������

����>B�
 �:����
� ����
3
 � ����
��� F0 
��:����> �:����� &��((� 
 :���
�
<
;��
���� ������&� 
������
���>� �>:�
� ��:��� �:����>B�� &��((� G� �� �
�	
�
 ;(�
�����
 F0 → G< ���� ������&� 
� �:������
 ����� F1� 2�&�� F1 A ���-�

��:����� �:����� &��((� C(��&��((� 
��:����� �:������ &��((� 
��:����< �� (��
�	
���� 
��:����&� R	
�����< ���:B� &�����< 
�-�� �� :��� 
��:����
D� � ����������

� (������
 ?�������>@ 
��:����> ����������� &��((� G!

0 −→ F1 −→ F0 −→ G −→ 0.

2���
 �:����
< ������������
� Tor	
�����
� (�� R = Z ����>�
� ��F�
TorZ0 (G,H) = G⊗H � TorZ1 (G,H)< ������� �:��������
� Tor(G,H)� �� �
��


C")D Tor(G,H) = Ker
(
F1 ⊗H → F0 ⊗H

)
.

=����&����< ������������
� Ext	
�����
� (�� R = Z ����>�
� ��F� Ext0Z(G,H) =
Hom(G,H) � Ext1Z(G,H)< ������� �:��������
� Ext(G,H)� �� �
��


C"*D Ext(G,H) = Coker
(
Hom(F0, H)→ Hom(F1, H)

)
.

��(�
��
< ��� �������� ������ (�
������������
�� �:������ &��(( C��� R	


������D 0 → A
i→ B

j→ C → 0 ��������
� ���6���
��< �
�� 
�B�
����� &�
�
��	
���
 s : C → B< ��� ������&� js = id: C → C� � ;��
 
����� 
� �
��
 ���
�����


A⊕ C ∼=→ B< (a, c) �→ i(a) + s(c)�



��

�
��
�� #�$ C���
��� ������
������ ��;��� ������D� '�� �
��� �������� �����
�� G � �
���� n � 0 ��6�����
� ������������ �� X ���6���
�� �������� ����
��� ������������	�����

�D 0→ Hn(X)⊗G→ Hn(X;G)→ Tor(Hn−1(X);G)→ 0*

:D 0→ Hn(X)⊗G→ Hn(X;G)→ Tor(Hn+1(X);G)→ 0*

�D 0→ Ext(Hn−1(X), G)→ Hn(X ;G)→ Hom(Hn(X), G)→ 0&

G�
������& K�
B�(�
�� ������ (�
������������
�� ��F� ��>� ���
�����
�

Hn(X;G) ∼= (Hn(X)⊗G)⊕ Tor(Hn−1(X), G),

Hn(X;G) ∼= (Hn(X)⊗G)⊕ Tor(Hn+1(X), G),

Hn(X;G) ∼= Hom(Hn(X), G)⊕ Ext(Hn−1(X), G),

�������< ������< �� ����>�
� �
��
������
� (� X �

'��������	���� �����
� ;&H& ������ ��� ������ (�
������������
�� ��&�� ����	
��>� �� ��;��� ������� ������ (�
������������
��� C"#D � C""D� ������
< ��(��	

��< �����> (�
������������
�� :D� K�


����
 �������> �����> (�
����������	
��
�� C�����������D 0→ F1 → F0 → G→ 0< &�� F0, F1 A 
��:����� �:����� &��((��
2�&�� 
� �������� �
��


Hn(X;Fi) = Hn(X;⊕αZ) = ⊕αHn(X ;Z) = Hn(X)⊗ Fi.
K�


����
 
����>B�� ���&
��� ������ (�
������������
�� C""D!

−→ Hn(X;F1)
fn−→ Hn(X;F0) −→ Hn(X;G) −→ Hn+1(X;F1)

fn+1−→ Hn+1(X ;F0) −→
.�
>�� (������
 �������> �����> (�
������������
��

0 −→ Coker fn −→ Hn(X;G) −→ Ker fn+1 −→ 0,

&��

Coker fn = Coker
(
Hn(X)⊗ F1 → Hn(X)⊗ F0

)
= Hn(X)⊗G,

Ker fn+1 = Ker
(
Hn+1(X)⊗ F1 → Hn+1(X)⊗ F0

)
= Tor(Hn+1(X), G),



� C")D� ���
������ ;�� � (������B�> �����> (�
������������
��< (������
 :D�

.����� ;�� 
���� �� ��:����� ��� ������ (�
������������
�� �D� �� (�����3

���&�� 
(�
�: ����������
���< ������� �
�
�� ����������� &��((� G �
(�������
����������� &��((� Hn(X)�
L���
 �:�������� Cn = Cn(X)< Zn = Ker ∂n A  ����< Bn = Im ∂n+1 A &���� �<

Hn = Zn/Bn A &�
���&��� �� �
��
 �������> �����> (�
������������
��

0 −→ Zn −→ Cn
∂n−→ Bn−1 −→ 0,

������� ��
B�(����
�< ��� ��� � ��� �
� �:����� &��((� 
��:����� ���
����
Hom(−, G)< (�����
 �����> (�
������������
��

0 −→ Hom(Bn−1, G) −→ Hom(Cn, G) −→ Hom(Zn, G) −→ 0.

6�� (�
������������
�� 
�-�� ��


�������� ��� �������> �����> (�
����������	
��
�� �� �(��� ��
(���
��

0 −→ Hom(B•−1, G) −→ Hom(C•, G) −→ Hom(Z•, G) −→ 0,



��

&�� Hom(B•−1, G) � Hom(Z•, G) A ��
(���
� 
 ������
 �������� ����
� '������	

���>B�� ������� ������ (�
������������
�� ��&�
���&�� �
��� ���

→ Hom(Zn−1, G)
i∗n−1−→ Hom(Bn−1, G)→ Hn(X ;G)→ Hom(Zn, G)

i∗n−→ Hom(Bn, G)→
'������>B�
 &�
�
�����
�
 ���
� ������
� i∗n : Hom(Zn, G) → Hom(Bn, G)N ��
(���
������� 
�:�� (��
�� �&��������� &�
�
�����
�� Zn → G �� Bn ⊂ Zn� M�
;��� (�
������������
�� 
� (������
 �������> �����> (�
������������
��

0 −→ Coker i∗n−1 −→ Hn(X ;G) −→ Ker i∗n −→ 0

2�(��� ��
���
< ��� 0→ Bn
in→ Zn → Hn → 0 A ����������� &��((� Hn< (�;��
�

Ker i∗n = Ker
(
Hom(Zn, G)→ Hom(Bn, G)

)
= Hom(Hn, G),

Coker i∗n−1 = Coker
(
Hom(Zn−1, G)→ Hom(Bn−1, G)

)
= Ext(Hn−1, G),



� C"*D� ���
������ ;�� � (������B�> �����> (�
������������
��< (������
 �D�
0���-�
 ��
B�(�
�
�� ������ (�
������������
�� �D� � ��� &�
�
�����


h : Hn(X;G) → Hom(Hn(X), G) 
�(�
������� ���

� ��&�
���&�� [c] �� ����
c : Cn → G &�
�
�����
 Hn = Zn/Bn → G< �������
�� �&���������
 c �� &��((�
 ����� Zn 
 (�
����>B�
 (�������
 � ������&��((�� 0�� h 
�B�
����� (�����
�:������ s : Hom(Hn(X), G) → Hn(X;G)< ������� 
�����
� 
����>B�
 �:����
�

��
�
�����
 f : Hn → G ����3� &�
�
�����
 f̃ : Zn → G< ������� 
�-�� (�����	

-��� �� &�
�
�����
� f̃ ′ : Cn → G C��� ��� Zn ⊂ Cn A (��
�� 
��&��
��D� 2�&��

(���-�
 s(f) = [f̃ ′]� .�������< ��� hs = id< ��� ��� ������ (�
������������
�� �D
��
B�(�
�� K�
B�(�
�
�� ��� �D � :D ����������
� �����&����� �

&�'��� � ����(�
����

#�%� 0���-���< ��� &��((� H1(X) �� 
����-�� ���������

#�)� ��
�� A,B ⊂ X A (��(��
����
���< ���������
�� ������� (������>� X � ��	
������ ����
����������
 �����
 ������������	����	 A������2��������!

. . . −→ Hn(X)
ψ∗−→ Hn(A)⊕Hn(B)

ϕ∗−→ Hn(A ∩ B)
d−→ Hn+1(X) −→ . . .

� �(�F��� ���� ��&�������� ���:��-���� d : Hn(A ∩B)→ Hn+1(X)�

#�*� .(������
 dn : Hn(Xn, Xn−1;G) → Hn+1(Xn+1, Xn;G) ��� ��
(��� �> ���:��	
-���� j∗ : Hn(Xn, Xn−1;G) → Hn(Xn;G) � d : Hn(Xn;G) → Hn+1(Xn+1, Xn;G) ��
��&�
���&���
��� ������ (�
������������
��� (��� 0���-���< ��� �� �(��� ��
	
(���
� {Hn(Xn, Xn−1;G), dn} � {Hom(Cn(X), G), ∂∗n} ���
������
#��+� ����
���� &��((�  �����
������ ��&�
���&�� Hk(RP n) � Hk(RP∞)�

#���� .(�F��� &�
�
�����
 L��F����� β : Hk(RP∞;Z2)→ Hk+1(RP∞;Z2)�

#���� 0���-���< ��� 
����� TorRn (M,N) � ExtnR(M,N) �� ����
��< 
 �����
��> ��
���
�����
�< �� ��:��� 
��:����� ����������� 
����� M �

#�� � 0���-���< ��� TorRn (−, N)< TorRn (M,) � ExtnR(M,−) ����>�
� �����������

��������
�< � ExtnR(−, N) ������
� ���������������
 ��������
�

#��"� 0���-���< ��� TorR0 (M,N) =M ⊗R N � Ext0R(M,N) = HomR(M,N)�



��

#��#� 0���-���< ��� TorRn (M,N) ∼= TorRn (N,M)�

#��$� 0���-���< ��� �������� ������ (�
������������
�� R	
������

0 −→ M1 −→M2 −→M3 −→ 0

��3� 
����>B�� ������� ������ (�
������������
��!

. . . −→ TorRi (M1, N) −→ TorRi (M2, N) −→ TorRi (M3, N) −→ . . .

. . . −→ TorR1 (M1, N) −→ TorR1 (M2, N) −→ TorR1 (M3, N) −→
−→ TorR0 (M1, N) −→ TorR0 (M2, N) −→ TorR0 (M3, N) −→ 0,

0 −→ Ext0R(M3, N) −→ Ext0R(M2, N) −→ Ext0R(M1, N) −→
−→ Ext1R(M3, N) −→ Ext1R(M2, N) −→ Ext1R(M1, N) −→ . . .

. . . −→ ExtiR(M3, N) −→ ExtiR(M2, N) −→ ExtiR(M1, N) −→ . . . ,

� �������� ������ (�
������������
�� R	
������

0 −→ N1 −→ N2 −→ N3 −→ 0

��3� ������> �����> (�
������������
��

0 −→ Ext0R(M,N1) −→ Ext0R(M,N2) −→ Ext0R(M,N3) −→
−→ Ext1R(M,N1) −→ Ext1R(M,N2) −→ Ext1R(M,N3) −→ . . .

. . . −→ ExtiR(M,N1) −→ ExtiR(M,N2) −→ ExtiR(M,N3) −→ . . . .

#��%� 0���-���< ��� Tor(Zm,Zn) ∼= Zm⊗Zn ∼= Z(m,n)< &�� (m,n) A ���:���F�� �:B��
�������� m � n< � Tor(Zm,Z) = Tor(Z,Zm) = 0�

#��)� 0���-���< ��� Ext(Zm,Zn) ∼= Z(m,n)< Ext(Zm,Z) ∼= Zm � Ext(Z,Zm) = 0�

#��*� ��
������ 
��:����> ����������� Z4	
����� Z2 � ����
���� TorZ4
n (Z2,Z2) �

ExtnZ4
(Z2,Z2)�

#��+� 0���-���< ��� �
�� ���:��-���� (��
����
�� f : X → Y ���� ����� ���
��	

���
 f∗ : Hn(X)
∼=→ Hn(Y ) ��� �>:�&� n< �� ��� ���� ����� ���
�����
� &�
���&��

� ��&�
���&�� 
 ��;��� �����
� � �>:�� &��((� G� O��������! �
(�������� ���	

��� ������
������ ��;��� �������S

+� !����� ����������$

0�� �>:�&� ��

��������&� ���� � R 
 ����� �� 
� �(������
 ���:��-����

� : Hp(X;R)×Hq(X ;R) −→ Hp+q(X;R),

������� (�����B�>� (��
�> 
�

� H∗(X;R) =
⊕

p�0H
p(X ;R) � �

� ��������<

&������������ ��

��������� ���� � 
 ����� ��� ������ 
 &��((�
� C��D&�
���&��<

�������� ;��&� ���� � ������
� ��-��
 &�
���(���
��
 ����������
 ��(���&�	
��
��&� (��
����
��� X �



��

+�"� ����/�
'
��
 5����������2��
�	��'
��� .(������
 ��������������
C���-� ����
���� ��� D 
��&������� �� �(�� a ∈ Cp(X;R) � b ∈ Cq(X ;R) ���
�� �(� a � b ∈ Cp+q(X;R)< �������� ������� �� 
��&������
 
�
(���
� σ : Δp+q =
[v0, . . . , vp+q]→ X ����3�
� ���
����

C"1D (a � b)(σ) = a(σ|[v0,...,vp]) b(σ|[vp,...,vp+q]).

!
��� $��� '�� a ∈ Cp(X;R) � b ∈ Cq(X;R) ��������� ���������

d(a � b) = da � b+ (−1)pa � db.

'��������	����& 0�� σ : Δp+q+1 = [v0, . . . , vp+q+1]→ X 
� �
��


(da � b)(σ) =

p+1∑
i=0

(−1)ia(σ|[v0,...,v̂i,...,vp+1]) b(σ|[vp+1,...,vp+q+1]),

(−1)p(a � db)(σ) =

p+q+1∑
i=p

(−1)ia(σ|[v0,...,vp]) b(σ|[vp,...,v̂i,...,vp+q]).

��� 
��-���� ;�� ����-���� (�
������ ���� (����� 
�

� 
�������
� 
 (����

�����
 ������ 
�

�< � �
���F��
� ����� ����� d(a � b)(σ) = (a � b)(∂σ)< ��� ���

∂σ =

p+q+1∑
i=0

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vp+q+1]. �

��(�
��
< ��� �������������� ���	�� A ;�� ���� � A< (���
��������� � ���� (��	

�� 
�

�

⊕
i�0A

i (��&��(( Ai ����
 �:����
< ��� �
�� a ∈ Ai � b ∈ Aj < �� ab ∈ Ai+j �
�������������� ���� � A =

⊕
i�0A

i ��������
� ������������� ��

��������
<

�
�� ��� �>:�� a ∈ Ai � b ∈ Aj ��(������ 
�����F���� ab = (−1)ijba�
�
��
�� $���  ���	 R 1 ��

��������� ���	�� � ��������& "���� ��������������
������� ����+� �� H∗(X;R) =

⊕
p�0H

p(X ;R) ��������� ��������������� ��������
�������* ����������������

���������� ���	�� � ��������&

'��������	����& M� ��

� +�" 
������< ��� �	(����������� ���� �� ����� 
����
������
� �� ����
< � (����������� �� ���� � ��&���� � C� �>:�
 (������D ����	
��
� ��&���� ��� ��;��
� �	(����������� �� �(�� ����3� �	(����������� � ��&�	

���&���< � : Hp(X;R) × Hq(X;R) → Hp+q(X ;R)< ������� (�����B��� H∗(X;R) =⊕

p�0H
p(X;R) � &������������� ���� �� E���� �� ;��&� ���� � ������
� ���

 #	


����&� �� ����< (����
�>B�&� �������� 1 �� ��-��
 
��&������
 #	
�
(���
��
�
��-���� � ��&�
���&��� �

� �������< ��� ��� ��� �

� ������� �� ������ ��	
 �(��� .����� �
��-���� �� �(�� �� ������
� &������������ ��

��������
< (�	
;��
� &������������� ��

��������
�� �
��-���� � ��&�
���&��� ��-����
� � ��	
(����������� (��������
��
�� ω : Δn → Δn A �������� ����
�����
 
�
(���
�< �:��B�>B�� (������

���F��� 0�� 
��&������&� 
�
(���
� σ : [v0, . . . , vn] → X �:������
 σ = σ ◦ ω< �� ��
σ(vi) = σ(vn−i)� 2�(��� �(������
 &�
�
�����


ρ : Cn(X)→ Cn(X), σ �→ εnσ,

&�� εn = (−1)n(n+1)/2 A �(���������� �(������� ω�



��

0�� a ∈ Cp(X;R)< b ∈ Cq(X;R) � ρ∗ : Cn(X)→ Cn(X) �
��


(ρ∗a � ρ∗b)(σ) = a(εpσ|[vp,...,v0]) b(εqσ|[vp+q,...,vp])

ρ∗(b � a)(σ) = εp+qb(σ|[vp+q,...,vp]) a(σ|[vp,...,v0]).
2�� ��� εp+q = (−1)pqεpεq< � ���� � R ��

��������< ��
>�� (������
 (ρ∗a � ρ∗b) =
(−1)pqρ∗(b � a)� ��-� 
� (���-�
< ��� ρ A  �(��� ���:��-����<  �(�� &�
���(���
��-��
������
�� ��;��
� (�� (������� � ���

�
 ��&�
���&�� ρ∗ 
�-�� �(�
���� �

� (������
 ���:��
�> ���
��� [a] � [b] = (−1)pq[b] � [a]�
�������
< ��� ρ A  �(��� ���:��-����� 0�� σ : [v0, . . . , vn]→ X �
��


∂ρ(σ) = εn
∑
i

(−1)iσ|[vn,...,v̂n−i,...,v0],

ρ∂(σ) = ρ
(∑

j

(−1)jσ|[v0,...,v̂j ,...,vn]
)
= εn−1

∑
i

(−1)n−iσ|[vn,...,v̂n−i,...,v0].

2�� ��� εn = (−1)nεn−1< (������
 ���:��
�� 
�����F���� ∂ρ = ρ∂�
.
����
� (�
������  �(��> &�
���(�> 
�-�� ρ � id� 6�� (�
������� (���-� ��

(�
�������  �(��� &�
���(�� � ����������
��� �����
� $�+� 2�
 -� :��� (�
������
�����&��� �� (���
� Δn × I 
 ���F���
� v0, . . . , vn �� �
������� Δn × {0} � ���	
F���
� w0, . . . , wn �� �
������� Δ

n×{1}� '�
(���
� ;��� �����&��� �� �
�>� ���
[v0, . . . , vi, wi, . . . , wn]< i = 0, . . . , n� ��
�� π : Δn × I → Δn A (���� ��� .(������

(���
����� �(������ P : Cn(X)→ Cn+1(X) (� ���
���

P (σ) =
∑
i

(−1)iεn−i(σπ)|[v0,...,vi,wn,...,wi].

H��:� (�������< ��� ∂P + P∂ = ρ − id< 
������ ����
��
 ∂P < �(�
��� ��� ����	
��
�� σ � σπ!

C"+D ∂P =
∑
j�i

(−1)i(−1)jεn−i[v0, . . . , v̂j , . . . , vi, wn, . . . , wi]+

+
∑
j�i

(−1)i(−1)i+1+n−jεn−i[v0, . . . , vi, wn, . . . , ŵj, . . . , wi].

H���� 
 j = i � ;��� ���� 
�

�� ��>�

εn[wn, . . . , w0] +
∑
i>0

εn−i[v0, . . . , vi−1, wn, . . . , wi]+

+
∑
j<n

(−1)n+j+1εn−j[v0, . . . , vj, wn, . . . , wj+1]− [v0, . . . , vn].

� ;��
 ����-���� ��� 
�

� 
����B�>�
�< ��� ��� ��
��� j �� i − 1 �� ������

�

� (������� � ����
� ����� (−1)n+iεn−i+1 = −εn−i� .
���F��
� ��� ����� ��>�
εn[wn, . . . , w0]− [v0, . . . , vn] = ρ(σ)−σ� ��;��
�< ���:� (�������< ��� ∂P +P∂ = ρ− id<
�
��3�
� (��������< ��� ����� 
 j �= i � C"+D ��>� −P∂� �� �
��


P∂ =
∑
i<j

(−1)i(−1)jεn−i−1[v0, . . . , vi, wn, . . . , ŵj, . . . , wi]+

+
∑
i>j

(−1)i−1(−1)jεn−i[v0, . . . , v̂j, . . . , vi, wn, . . . , wi].

2�� ��� εn−i = (−1)n−iεn−i−1< 
� ���
��������� (������
 ∂P + P∂ = ρ− id� �



��

��
'��(
��
 $� � D�����%���� f : X → Y ���������� ��
�
��#��
 ����� ���
��
������ f ∗ : H∗(Y ;R)→ H∗(X;R)* �& �& f ∗(α � β) = f ∗(α) � f ∗(β)&

'��������	����& M� �(��������� (����������� C"1D 
������< ��� �-� �� ������ ��	
 �(�� �
��� 
�
�� ���
��� f ∗(a � b) = f ∗(a) � f ∗(b)� �

+�$� ����	��
����
 ����/�
'
��� � ×=����/�
'
��
� /��
���

(a � b)(σ) = a(σ|[v0,...,vp]) b(σ|[vp,...,vp+q])

��� a ∈ Cp(X;R) � b ∈ Cq(X;R) ���-� ����3� ����
�������� �	(�����������
� : Hp(X;R)×Hq(X,A;R) −→ Hp+q(X,A;R),

� : Hp(X,A;R)×Hq(X,A;R) −→ Hp+q(X,A;R),

��� ��� �
�� �� �(� a ∈ Cp(X;R) � b ∈ Cq(X ;R) �:��B�>�
� � ���� ��  �(�� � A<
�� ;�� ����� � ��� a � b�
E
�� A � B A �������� (��
��-�
��� � X ��� (X,A) � (X,B) A ��������� (���<

�� �
���
� :���� �:B�� ���������	��� ��������������
C"4D � : Hp(X,A;R)×Hq(X,B;R) −→ Hp+q(X,A ∪B;R).

.�� �(��������
� 
����>B�
 �:����
� �	(����������� �� �(�� ��3� ���:��-����

C"%D Cp(X,A;R)× Cq(X,B;R) −→ Cp+q(X,A+B;R),

&�� Cn(X,A+B;R) A (��&��((� � Cn(X;R)< 
�
���B�� �� �� �(��< �:��B�>B��
�
� ���� �� 
�

��  �(�� � A �  �(�� � B� ���>����� Cn(X,A ∪ B;R) → Cn(X,A +
B;R) ���� ���>� ���
�����
� ��&�
���&��N ;�� 
������ �� 1	��

� � ��

� $�"9
C�� ��&�
���&���
��&� �������� ;��� ��

� 
������< ��� �&��������� Cn(A ∪ B)→
Cn(A+B) ���� ����� ���
�����
 � ��&�
���&���D� '������������< �	(�����������
�� �(�� C"%D ��3� ����
�������� �	(����������� ��&�
���&�� C"4D�
.(������
 ���-� �:
��>��� � ����
�������� ×������������� C��� ������� ����

���������D

× : Hp(X;R)×Hq(Y ;R) −→ Hp+q(X × Y ;R),
× : Hp(X,A;R)×Hq(Y,B;R) −→ Hp+q(X × Y,A× Y ∪X × B;R)

���
���� α× β = p∗X(α) � p∗Y (β)< &�� pX � pY A (���� �� X × Y �� X � �� Y �

+�)� 5�
�����
 ���
'
�
��
 ����(
���� M
���
� ���&�� (����� � �(��������>
�
��-���� � ��&�
���&���< �
(�����>B�� ��������� �� �(�� �� ����-�
 ;��� (��	
��� 
��
������< �
������ ����������
��� �
������ �����-����� � ����
��� �����N
;�� ����������
��� 
�-�� ����� � O//S ��� OU�S�
��
�� X, Y 5 ��������� (��
����
���� ��(�
��
< ��� (����������� X × Y �
���

��������> 
��������< ������
� ������� ����>�
� (����������� emα ×enβ ������ emα ⊂
X � enβ ⊂ Y � 2���
 �:����
< 
� (������
 :��������� ���:��-����

C"9D × : Cm(X)× Cn(Y )→ Cm+n(X × Y ), (emα , e
n
β) �→ emα × enβ .

!
��� $�"� $�������� ��������� ��
�
��#��
 ∂ : Ci(X × Y )→ Ci−1(X × Y ) ����
���������� ����������


C$#D ∂(emα × enβ) = ∂emα × enβ + (−1)memα × ∂enβ .



��

M� C$#D 
������< ��� (����������� ����  ����� A  ���< � (�����������  ���� �
&���� � A &���� �� '������������< �(�������� ���:��-���� � ��������� &�
���	
&��� C
 ��;��� �����
� � ���� � RD

C$"D × : Hm(X;R)×Hn(Y ;R)→ Hm+n(X × Y ;R),
������� ��������
� :��
����������
< ×�������������
�
2�(��� ��


����
 ��������� �� �(�� '�B�
����� R	:��������� ���:��-����

C$$D × : Cp(X;R)× Cq(Y ;R)→ Cp+q(X × Y ;R),
(�������B�� (��� �� �(�� (c1, c2) � �� �(� c1 × c2< �������� ������� �� ������ emα ×
enβ ����� c1(e

m
α )c2(e

n
β)� 2�� ��� ��������� �������� ��� d : Ci−1(X ;R) → Ci(X ;R)

����3�
� 
�����F����
 (dc)(en) = c(∂en)< (��
��� (������� 
 �
(����������
 C$#D
(���������< ��� �
��� 
�
�� ���
���

C$)D d(c1 × c2) = dc1 × c2 + (−1)pc1 × dc2, c1 ∈ Cp(X ;R), c2 ∈ Cq(Y ;R).
.�
>�� (������
 ���:��-���� � ��������� ��&�
���&���

C$*D × : Hp(X;R)×Hq(Y ;R)→ Hp+q(X × Y ;R),

������� ��������
� :��
����������
 ��������
< ×�������������
�
G�
������& � ��������� 
���&������ � ���:����� ��������� �������� ���
d : Cp(X;R)→ Cp+1(X;R) ����3�
� 
�����F����


〈dc, en〉 = (−1)p〈c, ∂en〉, c ∈ Cp(X ;R),

� ×	(����������� �� �(�� ����3�
� 
�����F����


〈c1 × c2, emα × enβ〉 = (−1)qmc1(emα )c2(enβ), c1 ∈ Cp(X;R), c2 ∈ Cq(Y ;R).
��� ;��
 ���
��� C$)D (�	(��-��
� �
��� 
�
���

2�(��� 
� 
�-�
 �(�������� ��������� �������������� ��� ��
(��� �>

� : Hp(X;R)×Hq(X;R)
×−→ Hp+q(X ×X;R)

Δ∗−→ Hp+q(X;R),

&�� Δ∗ A ���:��-����< ���� ��������� ���&�����> Δ: X → X ×X�

�
��
�� $�#� $�������� ×� � �������������� �������
� � ������������
�*
�������+���
� ��� ��
�6� ����������� �������& 2 ���������* ��������� ��
������������ �� ������� �� ��������� ��������� � �������� ��
����������

����������
 ������������&

G�
������& 7�������� �	(����������� ������ �
��
������
 �:����
 �(�������� ���
�� �(��� 0��� � ��
< ��� ���&�����Δ: X → X×X �� ������
� ��������
 ���:��-�	
���
< � ��� (�
������� ���:��-���� Cp+q(X ×X)→ Cp+q(X) ���:����
� (������ �
��������� �((���
�
� �� ���&������ .����� �� 
�B�
����� ���
���� �� ���������
�((���
�
� �� Δ̃ : X → X×X < ������� :��� :� �������������� ����
������� �
��
���:��-���� X → Y � M��&�� ;�� 
�-�� 
������ ����
������� ���������� ���

��
(��
����
�� � ���:��-�����



�	

+�*� -������ 5>��
��� ��
�� ������  �(��� ��
(���
� C = {Cn, ∂n} � C ′ =
{C ′

n, ∂n} �:������ &��(( ��� R	
������� "�������� ������������ C ⊗R C ′ �(������	
��
� ���  �(��� ��
(���
< 
�
���B�� �� 
������

(C ⊗R C ′)n =
⊕
i

Ci ⊗R Cn−i


 &�������
 &�
�
�����
�
 ∂ : (C ⊗R C ′)n → (C ⊗R C ′)n−1< �������
 ���
����

C$1D ∂(c⊗ c′) = ∂c⊗ c′ + (−1)ic⊗ ∂c′, c ∈ Ci, c′ ∈ C ′
n−i.

��(�
���
������� (������� (���������< ��� ∂2 = 0!

∂2(c⊗c′) = ∂(∂c⊗c′+(−1)ic⊗∂c′) = ∂2c⊗c′+(−1)i−1∂c⊗∂c′+(−1)i∂c⊗∂c′+c⊗∂2c′ = 0.

M� C$1D 
������< ��� ��������� (�����������  ����� A  ���< � ��������� (��������	
���  ���� � &���� � A &���� �� ��;��
� 
� (������
 ���� ��������� &�
�
��	
���
 &�
���&�� Hi(C) ⊗R Hn−i(C ′) → Hn(C ⊗R C ′)� ���
�

������ (� i (������

&�
�
�����


C$+D
⊕
i

Hi(C)⊗R Hn−i(C ′)→ Hn(C ⊗R C ′).

/��
��� 7>����� �(�
����� ;��� &�
�
�����
 (�� ��������� �&���������� �� R
� C� .
������ �3 (��
������ A � 
����>B�� ��(���&���
��� 
���� ���

����
� $�$� ��
�� C = {Cn(X), ∂n} � C ′ = {Cn(Y ), ∂n} A ���������  �(��� ��
	
(���
� ��� X � Y � L��������� ���:��-���� C$$D ��>� ���
�����
⊕

i

Ci(X)⊗ Cn−i(Y )→ Cn(X × Y ), eiα ⊗ en−iβ �→ eiα × en−iβ

� ���
��� C$#D (�����B���
� � C$1D� '������������< 
� �
��
 ���
�����
  �(	

��� ��
(���
�� C•(X) ⊗ C•(Y )
∼=−→ C•(X × Y )< � &�
�
�����
 C$+D (�����B���
� �

&�
�
�����
 ⊕
i

Hi(X)⊗Hn−i(Y )→ Hn(X × Y ).

�
��
�� $�% C��&�:�����
��� ���
��� 7>�����D�  ���	 R 1 ������	 �������
������� :�����
��* R = Z ��� ����< � ������ ��
����� C ������� �� ���������
R�
������ Ci& "���� ��� �
���� n ��6������� ������������ ���6���
�� ��������
������ ������������	����	

0→
⊕
i

Hi(C)⊗R Hn−i(C ′)→ Hn(C ⊗R C ′)→
⊕
i

TorR
(
Hi(C), Hn−1−i(C ′)

)→ 0.

'��������	����& K�


����
 
������ 
�����< ��&�� �
� &�������� ���:��-���� �
��
(���
� C �������< �� �� Hi(C) = Ci� 2�&�� ∂(c⊗c′) = (−1)ic⊗∂c′ �  �(��� ��
(���

C⊗RC ′ A ;�� (��
�� 
�

� ��
(���
�� Ci⊗RC ′< ��-��� �� �������< � 
��> �������<
������
� (��
�� 
�

�� ��
(���
�� C ′< ��� ��� Ci A 
��:����� 
������ ��;��
�

Hn(C ⊗R C ′) = Hn

(⊕
i

Ci ⊗R C ′
)
=

⊕
i

Hn(Ci ⊗R C ′) ∼=

∼=
⊕
i

Ci ⊗R Hn−i(C ′) =
⊕
i

Hi(C)⊗R Hn−i(C ′),

��� ��� � ;��
 
����� �����
� ������



�


� �:B�
 
����� ��


����
 (��&��((� Bi ⊂ Zi ⊂ Ci &���� �  �����< ��� � ����	
������
��� ��
�� �D ���
�� ������
������ ��;��� ������ C�����
� 1�+D� �� �
��

�������> �����> (�
������������
��  �(��� ��
(���
�� 0→ Z• → C• → B•−1 → 0<

�
���B�> �� ��
B�(�
�� �������� ������ (�
������������
��� 0 → Zi → Ci →
Bi−1 → 0� �
��-�� �������� �� C ′< (�����
 �������> �����> (�
������������
��

0 −→ (Z ⊗R C ′)• −→ (C ⊗R C ′)• −→ (B ⊗R C ′)•−1 −→ 0

� 
������
���>B�> �� ������> �����> (�
������������
�� &�
���&��

. . .
in−→ Hn(Z ⊗R C ′) −→ Hn(C ⊗R C ′) −→ Hn−1(B ⊗R C ′)

in−1−→ Hn−1(Z ⊗R C ′) −→ . . .

,��
� 
������>B�
 &�
�
�����
�
 ������
� &�
�
�����
< ���� ��������� ���	
-����
 i : B → Z� 2�� ��� B � Z A ��
(���
� 
 ������
 &�������
 &�
�
�����	

�
< ��
���� 
�����< ����:������ � ������ ����������
���< (�������� (���:����	
���� (������B�> �����> (�
������������
�� �

. . .
in−→

⊕
i

(
Zi ⊗R Hn−i(C ′)

) −→ Hn(C ⊗R C ′) −→
⊕
i

(
Bi ⊗R Hn−1−i(C ′)

) in−1−→

in−1−→
⊕
i

(
Zi ⊗R Hn−1−i(C ′)

) −→ . . .

.�
>�� (������
 �������> �����> (�
������������
��

0 −→ Coker in −→ Hn(C ⊗R C ′) −→ Ker in−1 −→ 0

2�(��� ��
���
< ��� 0→ Bi → Zi → Hi(C)→ 0 A 
��:����� ����������� ��� Hi(C)
C���
� 
� �
(������
 ��< ��� R A �:��
��  ���
���
��D� ��;��
�

Coker
(
Bi ⊗R Hn−i(C ′) in−→ Zi ⊗R Hn−i(C ′)

)
= Hi(C)⊗R Hn−i(C ′),

Ker
(
Bi ⊗R Hn−1−i(C ′)

in−1−→ Zi ⊗R Hn−1−i(C ′)
)
= TorR

(
Hi(C), Hn−1−i(C ′)

)
.

'�

���� (� i � (��
������ ;�� � (������B�> �����> (�
������������
��< (���	
���
 �����> (�
������������
�� �� ���
�������� �����
��
.
����
� �
�������� ��
B�(�
�
�� ������ (�
������������
��� �� ����-�
 ��
	

B�(�
�
�� (�� ��(����������
 �
�����< ���  �(��� ��
(���
 C ′ 
�
���� �� 
��:��	
��� R	
������ C ′

i� 6��&� :���� ��
������� ��� ��(���&���
��� (����-����� 2�� ���
Zi ⊂ Ci A (��
�� 
��&��
��< &�
�
�����
 ��������� �� Zi → Hi(C) (�����-���
�
�� Ci → Hi(C)� =����&���� (������
 C ′

i → Hi(C
′)� K�


������� &�
���&�� H(C ′)

� H(C ′) ���  �(��� ��
(���
� 
 ������
 &�������
 &�
�
�����
�
< (������

 �(��� ���:��-���� C ⊗R C ′ → H(C) ⊗R H(C ′)� �������� � &�
���&��
< (������

���:��
�� ��
B�(��>B�� ���:��-���� Hn(C ⊗R C ′)→⊕

i(Hi(C)⊗R Hn−i(C ′))� �
2�(��� (��
���
 ��&�:�����
��> ���
��� 7>����� � 
���� �� �� (��
��� +�+�

�
��
�� $�) C��(���&���
��� ���
��� 7>�����D�  ���	 X, Y 1 ��������� ����
��������� � R 1 ������	 ������� ������� :�����
��* Z ��� ����<& "���� ��� �
����
n ��6������� ������������ ���6���
�� �������� ������ ������������	����	

0→
⊕
i

Hi(X)⊗Hn−i(Y )→ Hn(X × Y )→
⊕
i

Tor
(
Hi(X), Hn−i−1(Y )

)→ 0

:��� 
� �������� ���	�� ��.##�������� R<&



��

0�� (����-���� ������
 
����>B�� ��-��� ��
���� 
�����< ������� ���>����
� ��&�
���&���
��> ���
���������

�
��
�� $�*�  ���	 X, Y 1 ��������� ������������* R 1 ������	 ������� ����
����* ����+
 Hi(Y ;R) �������� ��������
 R�
�����
 ��� �
���� i :.�� �������
����
�������� ���������* ���� R 1 ����<& "���� ��
�
��#��
�⊕

i

Hi(X;R)⊗Hn−i(Y ;R) −→ Hn(X × Y ;R),⊕
i

H i(X;R)⊗Hn−i(Y ;R) −→ Hn(X × Y ;R),

�������
�� ×�������������
* ����
��� ���
��#��
�
�&

'��������	����& 0�� &�
���&�� ;�� ��(�
���
������ �������� �� �����
� +�%< ���
��� � ��F�
 
����� Tor(Hi(X), Hn−1−i(Y )) = 0�
0�� ��&�
���&�� ��
���
< ��� ���:��
�� &�
�
�����
 
�-�� �����-��� � ��
	

(��� �>⊕
i

H i(X;R)⊗Hn−i(Y ;R)
∼=−→

⊕
i

H i(X,Hn−i(Y ;R)) −→ Hn(X × Y ;R),

&�� (����� ���
�����
 (�������
� �� ���
��� ������
������ ��;��� ������
C�����
� 1�+ :DD< ��� ��� Hn−i(Y ;R) A 
��:����� R	
������ ��;��
� ��
�������
��������< ��� ������ &�
�
�����
 � ��
(��� �� ��F� A ���
�����
�
K�


����
 �������> �����> (�
������������
�� �� ���
��� ������
������ ��	

;��� ������ C�����
� 1�+ �DD!

C$4D 0 −→ Ext
(
Hn−1(X × Y ), R

) −→ Hn(X × Y ;R) −→ Hom
(
Hn(X × Y ), R

) −→ 0.

M
�>� 
�
�� ���
�����
�

Hom
(
Hn(X × Y ), R

) ∼= Hom
(⊕

i

Hi(X)⊗Hn−i(Y ), R
) ∼=

∼=
⊕
i

Hom
(
Hi(X),Hom(Hn−i(Y ), R)

) ∼= ⊕
i

Hom
(
Hi(X), Hn−i(Y ;R)

)
.

,��
� � (����
 ���
�����
� 
� ��
(���������
� �-� ���������
 �����-�����

��� &�
���&��< ������ ���
�����
 �������� �� 
�����F���� Hom(A ⊗ B,C) ∼=
Hom(A,Hom(B,C)) C������D< � ������ 
������ �� ���
��� ������
������ ��;���	
 ������< ��� ��� Hn−i(Y ) A 
��:����� �:����� &��((�� 0����< �
��
 ���
�����
�

Ext
(
Hn−1(X × Y ), R

) ∼= Ext
(⊕

i

Hi(X)⊗Hn−1−i(Y ), R
) ∼=

∼=
⊕
i

Ext
(
Hi(X),Hom(Hn−1−i(Y ), R)

) ∼= ⊕
i

Ext
(
Hi(X), Hn−1−i(Y ;R)

)
,



��

&�� ������ ���
�����
 �������� �� 
�����F���� Ext(A⊗B,C) ∼= Ext(A,Hom(B,C))
��� 
��:����� �:������ &��((� B C������D� M� (�
������ ���� ���
�����
�� � ���	
��� (�
������������
�� C$4D (������
 ��

��������> ���&��

� 
 �����
� 
���	
��
�

0 → Ext
(
Hn−1(X × Y ), R

) �� Hn(X × Y ;R) �� Hom
(
Hn(X × Y ), R

) → 0

0 → ⊕
i Ext

(
Hi(X), Hn−1−i(Y ;R)

) ��

∼=

��

⊕
i H

i
(
X,Hn−i(Y ;R)

) ��

��

⊕
i Hom

(
Hi(X),Hn−i(Y ;R)

) → 0

∼=

��

2�&�� �� 1	��

� 
������< ��� 
������ 
������ ������
� ���
�����
�
� �

+�1� ����
�� ����	�
��, ���
� ����������,� ��
�� R A ��

���������
���� � 
 ����� ��� ��(�
��
< ��� R��������� ��������
� ���� � A< ������� ���	
-� ������
� R	
�����
< (����
 �
��-���� A× A→ A ������
� R	:��������
�
2������ �������� 
 n �:����>B�
� ��� ���� �
 R ��������
� �

� �������� ��	

&�:�� 
 "< (���-�3���� ;��
����
� α1, . . . , αn< ������� �����������>� 
�����F���	
�
 α2

i = 0, αiαj = −αjαi� ���F��� ��&�:�� �:��������
� ΛR[α1, . . . , αn] ��� (��
��
Λ[α1, . . . , αn]� ���F��� ��&�:�� 
�-�� 
������ &�������������< (���-�� degαi = 1�
��� ;��
 ��&�:�� Λ[α1, . . . , αn] 
�������
� &������������ ��

���������< � 
� �
�	
�
 Λ[α1, . . . , αn] =

⊕n
k=0Λ

k< &�� Λk A 
��:����� R	
�����< (���-�3���� 
���
�
�
αi1 . . . αik < &�� 1 � i1 < . . . < ik � n�

��
'��(
��
 $��+�  ���	 T n = S1×. . .×S1 1 n�
����� ���& "���� �
��� 
����
���
��#��


H∗(T n) ∼= Λ[α1, . . . , αn],

��� ������
 αi ∈ Λ[α1, . . . , αn] ��������� � p∗i (α) ∈ H1(T n)* ��� α ∈ H1(S1) ∼= Z 1
������
6��* � pi : T

n → S1 1 �������� �� i�� ��
��%����	&

'��������	����& L���
 ��
�� ����� �> (� n� ��� n = 1 �����-����� ���������
����(���-�
< ��� �����-����� ����� ��� T n � ����-�
 �&� ��� T n+1� 0�
�������
��������< ��� ��� �>:�&� k &��((� Hk(T n+1) ������
� 
��:����� �:������ 
 :���
�

�� 
���
�� αi1 . . . αik < &�� 1 � i1 < . . . < ik � n + 1� M� �����
� +�9 (������

���
�����


Hk(T n)⊕ (Hk−1(T n)⊗H1(S1))
∼=−→ Hk(T n × S1) = Hk(T n+1),

(�� ������
 αi1 . . . αik +αj1 . . . αjk−1
⊗α< 1 � i1 < . . . < ik � n< 1 � j1 < . . . < jk−1 � n<

(�������� � αi1 . . . αik +αj1 . . . αjk−1
αn+1� .�
>�� 
������ ���:��
�� �����-������ �

������ 
 ���F��
� ��&�:��
� ��-��� ���

 &������������� ���� �:����>�
���� � 
��&������� R[v1, . . . , vn]� ����������� � ���� � R[v1, . . . , vn] ����3�
� 
��	
(���
� �:����>B��< deg vi = di� E
�� �
� ;��
���� ���� � R �
�>� (������ $< ��
���� � R[v1, . . . , vn] :���� &������������ ��

��������
 ������
�
� (�� �>:�� 
��	
(���� �:����>B��� E
�� -� � R �
�>�
� ;��
���� (������< �������&� �� $< �� ���
&������������� ��

��������
�� ���� � R[v1, . . . , vn] ���:����
�< ���:� �
� 
��(���
di :��� �3���
�� ��(��
��< 
�-�� (���-��� deg vi = 2�
2��-� ��


������>�
� ?�
��3����@ ���� � R[v]/(vk)< 
�
���B�� �� 
��&�������


��(��� 
���F� k�
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��
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��
 $���� 5
�
� 
���� ���
��#��
�

H∗(RP n;Z2) ∼= Z2[u]/(u
n+1), H∗(RP∞;Z2) ∼= Z2[u], deg u = 1,

H∗(CP n;Z) ∼= Z[v]/(vn+1), H∗(CP∞;Z) ∼= Z[v], deg v = 2.

'��������	����& '������ ���:��3
 
����� RP n� 0�� �(��B���� �:��������� :���

(�
��� P n �
�
�� RP n � �� ��������� ���� ��;��� ����� Z2� M
��
 H i(P n) =
Z2 (�� i � n� E
�� 
� ����-�
< ��� (����������� �:����>B�� &��((� H1(P n) ��
�:����>B�> &��((� Hn−1(P n) ��3� �:����>B�> &��((� Hn(P n)< �� ���
�����

H∗(P n) ∼= Z2[u]/(u

n+1) (������
� ����� ��� (� n< ��� ��� ���>����� P n−1 → P n

���� ����� ���
�����
 &��(( H i (�� i � n− 1�
�� ����-�
 :���F�< � �
����< ��� � : H i(P n) ⊗ Hn−i(P n) → Hn(P n) A ���
��	

���
� ���-�
 P i � P n−i � P n � ����
��� 
����>B�� (��
��-�
��!

{[x0 : . . . : xn] ∈ P n : xi+1 = . . . = xn = 0} ∼= P i,

{[x0 : . . . : xn] ∈ P n : x0 = . . . = xi−1 = 0} ∼= P n−i.

2�&�� P i ∩ P n−i A ���� ����� p = [0 : . . . : 1 : . . . : 0]< &�� 1 
���� �� i	
 
�
���
��
�� Ui ⊂ P n A i	� �������� �����< �������
�� �
�����
 xi �= 0� 2�&�� Ui ∼= Rn<
� (�� ;��
 ���
�����
� p ∈ Ui (�������� � 0 ∈ Rn� �� �
��
 �����
� �����>
������ �> P n \P n−i → P i−1N &�
���(�� 
�-�� ��� � ��-��
������
 ���:��-����

����3�
� ���
����

ft : P
n \ P n−i → P n \ P n−i, [x0 : . . . : xn] �→ [x0, . . . , xi−1, txi, . . . , txn].

2�(��� ��


����
 ��

��������> ���&��

�

H i(P n)⊗Hn−i(P n)
� �� Hn(P n)

H i
(
P n, P n \ P n−i)⊗Hn−i(P n, P n \ P i

)
��

��

� �� Hn
(
P n, P n \ {p})

��

��

H i
(
Rn,Rn \ Rn−i)⊗Hn−i(Rn,Rn \ Ri

) � ��

��

Hn
(
Rn,Rn \ {0})

��

H i
(
Ri,Ri \ {0})⊗Hn−i(Rn−i,Rn−i \ {0}) � ��

��

Hn
(
Rn,Rn \ {0})

��
H i(I i, ∂I i)⊗Hn−i(In−i, ∂In−i)

� �� Hn(In, ∂In)

H i(T i, Ṫ i)⊗Hn−i(T n−i, Ṫ n−i)
� ��

��

��

Hn(T n, Ṫ n)

��

��
H i(T i)⊗Hn−i(T n−i)

� �� Hn(T n)

,��
� &������������� 
������ (���
�����>� 
�:�� ������ �������� ����
�����	
��&� �	(����������� C"4D< � Ṫ n �:�������� (n − 1)	
����� �
��� n	
����&� ����
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�����D (��� ������������ 
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� ���
�����
�
�< ��� ��� H i(P n, P n \ P n−i) ∼= H i(P n, P i−1) C
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HomR(A⊗R B,C) ∼= HomR(A,HomR(B,C)).
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ExtR(A⊗R B,C) ∼= ExtR(A,HomR(B,C)).
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