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Ëèñòîê 8.

Ñîîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè.

Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè

Çàäà÷à 1. Â ðÿä ñòîÿò 500 ñàïîã: 250 ïðàâûõ è 250 ëåâûõ, íî íå îáÿçàòåëüíî ïàðàìè. Äî-

êàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ 250 ïîäðÿä ñòîÿùèõ ñàïîã, ñðåäè êîòîðûõ ïðàâûõ è ëåâûõ ïîðîâíó.

Çàäà÷à 2. Òóðèñò â÷åðà óòðîì 9.00 íà÷àë ïîäúåì â ãîðó è âå÷åðîì îñòàíîâèëñÿ íà

íî÷ëåã íà âåðøèíå. Ñåãîäíÿ îí â 9.00 íà÷àë ñïóñê è ê âå÷åðó áûë óæå âíèçó. Ñïóñêàëñÿ

è ïîäíèìàëñÿ òóðèñò ïî îäíîé òðîïå, íî â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ìåíÿë ñêîðîñòü è äåëàë

îñòàíîâêè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ìåñòî íà òðîïå, â êîòîðîì òóðèñò íàõîäèëñÿ

â÷åðà è ñåãîäíÿ â îäíî è òîæå âðåìÿ.

Çàäà÷à 3. Äàíà âûïóêëàÿ ôèãóðà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, îäíîâðåìåííî

äåëÿùàÿ ïîïîëàì å¼ ïëîùàäü è ïåðèìåòð.

Çàäà÷à 4. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ïîë íà êóõíå ó âàñ íå î÷åíü ðîâíûé (òàê îáû÷íî áûâàåò,

îñîáåííî åñëè îí ïîêðûò ëèíîëåóìîì). Ïîýòîìó êâàäðàòíûé òàáóðåò ñòîèò íà ïîëó òîëüêî

òðåìÿ íîæêàìè, à ÷åòâåðòàÿ íîæêà âèñèò â âîçäóõå. Ìîæíî ëè òàê ïåðåäâèíóòü òàáóðåò,

÷òîáû îí ñòîÿë íà ïîëó âñåìè ÷åòûðüìÿ íîæêàìè, èëè ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî, êàê åãî íè

äâèãàé, òàáóðåò âñå ðàâíî áóäåò êà÷àòüñÿ? Ìû, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî, êîãäà òàáóðåò

òâåðäî ñòîèò íà ÷åòûðåõ íîæêàõ, åãî ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü íåñêîëüêî íàêëîíåíà ïî

îòíîøåíèþ ê ïîëó.

Ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è èíîãäà íàçûâàþò ¾òåîðåìàìè î áëèíàõ¿.

Çàäà÷à 5. Äàíû äâå âûïóêëûå ôèãóðû (ìîæåò áûòü, ïåðåñåêàþùèåñÿ). Äîêàæèòå, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, äåëÿùàÿ ïëîùàäü êàæäîé ôèãóðû ïîïîëàì.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå îøèáêó â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ëþáóþ âûïóêëóþ ôèãó-

ðó ìîæíî ðàçäåëèòü ïàðîé âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ íà ÷åòûðå ðàâíîâåëèêèå

÷àñòè. Äîêàçàòåëüñòâî: "Â ëþáîì íàïðàâëåíèè ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ l,

äåëÿùóþ ïëîùàäü ôèãóðû ïîïîëàì. Êàæäóþ èç ïîëó÷èâøèõñÿ ïîëîâèí ôèãóðû ìîæíî

ðàçäåëèòü íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè ïðÿìûìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè l. Ïóñòü A è B � òî÷-

êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ ñ ïðÿìîé l. Íà÷íåì èçìåíÿòü íàïðàâëåíèå

ïðÿìîé l, ñîõðàíÿÿ âñå ïîñòðîåíèÿ. Ïîñëå èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ íà 180◦ òî÷êè A è B

ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Çíà÷èò â íåêîòîðûé ìîìåíò îíè ñîâïàäàëè. Â ýòîò ìîìåíò ïåðïåíäè-

êóëÿðíûå ïðÿìûå ñîâïàäàëè è âìåñòå ñ ïðÿìîé l äåëèëè ôèãóðó íà ÷åòûðå ðàâíîâåëèêèå

÷àñòè." Äàéòå ïðàâèëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî âîêðóã ëþáîé âûïóêëîé ôèãóðû ìîæíî îïèñàòü êâàäðàò.

Íåïðåðûâíûå êðèâûå íà îêðóæíîñòè.

Ïóñòü γ : [0, 1] 7→ S1, γ(t) = (x(t), y(t)), ãäå x, y � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Äàëåå âñåãäà

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî γ(0) = γ(1) = (1, 0). Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : [0, 1] 7→ R íàçûâàåòñÿ

ïîäíÿòèåì êðèâîé γ, åñëè γ(t) = (cos(2πf(t)), sin(2πf(t)).

Çàäà÷à 8. Èçîáðàçèòå ãðàôèêè ïîäíÿòèé f (ñ÷èòàÿ, ÷òî f(0) = 0) äëÿ êðèâûõ

(a) γ(t) = (cos(2πnt), sin(2πnt)), (b) γ(t) = (cos(t(1− t)), sin(t(1− t))).
Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] òî÷êàìè 0 = a0 < a1 < a2 < . . . < aN = 1 íà îòðåçêè ñòîëü ìàëîé

äëèíû, ÷òî ìíîæåñòâî γ([ak−1, ak]) ëåæèò íà äóãå, äëèíà êîòîðîé ñòðîãî ìåíüøå π/2.

Áóäåì ñòðîèòü ïîäíÿòèå f ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êàæäîì îòðåçêå [ak−1, ak] îïðåäåëåíà

ôóíêöèÿ fk(t) = arctg(y(t)/x(t)) èëè = arcctg(x(t)/y(t)), äëÿ êîòîðîé âåðíî ðàâåíñòâî
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γ(t) = (cos fk(t), sin fk(t)) ïðè t ∈ [ak−1, ak]. ×èñëà fk−1(ak−1) è fk(ak−1) îòëè÷àþòñÿ íà 2πm.

Ñäâèãàÿ ôóíêöèè fk íà ïîäõîäÿùèå ÷èñëà 2πm ñøèâàåì èç íèõ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f

íà [0, 1], ïðè÷åì òàê, ÷òî f(0) = 0.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì è f(1) ∈ Z.
Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë f(1)? Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ïîäíÿòèå f ,

äëÿ êîòîðîãî f(0) = 0.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïîäíÿòèå f , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ f(0) = 0. Âåëè÷èíó

f(1) íàçûâàþò ñòåïåíüþ êðèâîé γ è îáîçíà÷àþò ÷åðåç deg γ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî s çàäàíà êðèâàÿ γs : [0, 1] → S1, γs(0) = γs(1) = (1, 0).

Åñëè ýòî ñåìåéñòâî êðèâûõ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî t ∈ [0, 1] è âñåõ s1, s2 ∈ [0, 1] èç íåðàâåíñòâà |s1 − s2| < δ

ñëåäóåò |γs1(t)− γs2(t)| < ε, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ãîìîòîïèÿ ïóòåé γ0 è γ1.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî òåì ñàìûì çàäàíà ãîìîòîïèÿ ïîäíÿòèé f0 è f1 è, áîëåå òîãî,

âåðíî ðàâåíñòâî deg γ0 = deg γ1.

Çàäà÷à 11. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé íåïîñòîÿííûé ìíîãî-

÷ëåí íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èìååò êîðåíü. (Óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå è

ðàññìîòðèì âûðàæåíèå γs(t) = g(seit), g(z) = P (z)
|P (z)| ; ïðè êàæäîì s ýòî íåïðåðûâíàÿ êðè-

âàÿ íà îêðóæíîñòè, ïðè÷åì ïðè áîëüøèõ s ñòåïåíü êðèâîé ðàâíà ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà P ,

à ïðè s = 0 ýòà ñòåïåíü ðàâíà íóëþ; ïðîòèâîðå÷èå.)

Çàäà÷à 12. (Òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå) Ïóñòü z = f(w) íåïðåðûâíîå îòîá-

ðàæåíèå (îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äîñëîâíî òàêîå æå êàê è

äëÿ âåùåñòâåííûõ) B1 = {z : |z| ≤ 1} â ñåáÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷-
êà z = f(z). (Óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå è ðàññìîòðèì âûðàæåíèå γs(t) = g(seit),

ãäå g(z) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç f(z) è ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç z, ñ îêðóæ-

íîñòüþ S1; çàìåòèì, ÷òî g(z) = z ïðè |z| = 1; òîãäà ñòåïåíü γ0 ðàâíà íóëþ, à ñòåïåíü γ1
ðàâíà åäèíèöå.)

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f : B1 7→ C è f(z) = −f(−z) ïðè |z| = 1, òî ñóùåñòâóåò

òî÷êà z0 ∈ B1, â êîòîðîé f(z0) = 0. (Óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå è ðàññìîòðèì

âûðàæåíèå γs(t) = g(seit), ãäå g(z) = f(z)/|f(z)|; ñòåïåíü γ1 ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì, à

ñòåïåíü γ0 ðàâíà íóëþ.)

Çàäà÷à 14. (Òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà) Äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f äâó-

ìåðíîé ñôåðû S2 â R2 ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ S2, äëÿ êîòîðîé f(x) = f(−x). (Óêàçàíèå:
ïîñ÷èòàéòå ðàçíîñòü çíà÷åíèé f â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ è ñïðîåêòè-

ðóéòå ïîëóñôåðó íà êðóã.)

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî íà çåìëå ñóùåñòâóþò äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå

òî÷êè, â êîòîðûõ ñîâïàäàþò äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà.


