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Ëèñòîê 4.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé %(x, y) = |f(x) − f(y)|. Îáÿçà-
íî ëè ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áûòü ïîëíûì? Âñåãäà ëè â ýòîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî (ò.å. â êàæäîì îòêðûòîì
øàðå åñòü òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà)?
Çàäà÷à 2. Ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà íà [0,+∞) è ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé, ò.å.

g(αx+ (1− α)y) ≥ αg(x) + (1− α)g(y)
äëÿ âñåõ x, y ∈ [0,+∞) è α ∈ [0, 1]. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî g(0) = 0 è g(x) > 0
ïðè x > 0. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ìåòðèêè %, ôóíêöèÿ g(%) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.
Ïðîâåðüòå, ÷òî ìîæíî â êà÷åñòâå g âçÿòü g(t) = t

1+t
, g(t) = arctg t, g(t) = min{1, t}.

Çàäà÷à 3. Óêàæèòå êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè íà R2, äëÿ
ìåòðèê èçîáðàçèòå îòêðûòûé øàð ðàäèóñà îäèí ñ öåíòðîì â íóëå è âûÿñíèòå ÿâëÿ-
åòñÿ ëè ïðîñòðàíñòâî ïîëíûì:

(a) %(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, (b) %(x, y) = |x1 − y1|,

(c) %(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}, (d) %(x, y) = |x1 − y1|2 + |x2 − y2|2,
(e) %(x, y) = min{|x1 − y1|, |x2 − y2|}, (f) %(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü P (x) = anx

n + . . .+ a1x+ a0. Ìíîãî÷ëåí

P ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + . . .+ a1

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà P . Ïðîâåðüòå, ÷òî (PQ)′ = PQ′+P ′Q. Äîêàæè-
òå, ÷òî åñëè P � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî

P (x) = P (0) + P ′(0)x+
P ′′(0)x2

2!
+ . . .+

P (n)(0)xn

n!
.

Ïóñòü Pn � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n. Ïðè êàêîì k ôóíêöèÿ

%(h, g) =
∑
j≤k

|h(j)(0)− g(j)(0)|

áóäåò ìåòðèêîé. Áóäåò ëè òàêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíûì?
Çàäà÷à 5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì øàð áîëüøåãî

ðàäèóñà ñîäåðæèòñÿ ñòðîãî âíóòðè øàðà ìåíüøåãî ðàäèóñà.
Çàäà÷à 6. Âñÿêîå ëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èç ÷åòûðåõ òî÷åê ìîæíî èçîìåò-

ðè÷íî (èçîìåòðèÿ � îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ) âëîæèòü â R3?
Çàäà÷à 7. Ïóñòü X = {0, 1}n, %(x, y) =

∑
j |xj − yj|.

(a) Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â øàðå ðàäèóñà k.
(b) (êîä Õýììèíãà) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïîñîá ïåðåäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èç 0 è 1, ïðè êîòîðîì ïî ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî èñïðàâèòü ðîâíî
îäíó îøèáêó, ò. å. óçíàòü â êàêîì áèòå ïðîèçîøëà ýòà îøèáêà. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç 2m − 1 áèòîâ áèòû ñ íîìåðàìè 1, 2, 4, . . . íàçîâåì ñëóæåáíûìè, à â îñòàëüíûå
áèòû çàïèøåì èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ õîòèì ïåðåäàòü. Â ñëóæåáíûé áèò ñ íîìåðîì
2k çàïèøåì ñóììó (ïî ìîäóëþ 2) öèôð â áèòàõ, íîìåðà êîòîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè
ñîäåðæàò 1 íà k-ì ìåñòå. Òîãäà ñóììà öèôð â áèòàõ (âêëþ÷àÿ ñëóæåáíûé), íîìåðà
êîòîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè ñîäåðæàò 1 íà k-ì ìåñòå, ðàâíà íóëþ. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ êàæäîãî k âû÷èñëÿåì ñóììó öèôð â áèòàõ, íîìåðà êîòîðûõ
â äâîè÷íîé çàïèñè ñîäåðæàò 1 íà k-ì ìåñòå. Ïîêàæèòå, ÷òî â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ íîìåð
áèòà, ïðè ïåðåäà÷å êîòîðîãî ïðîèçîøëà îøèáêà.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 2m−1 áóëåâ êóáX = {0, 1}n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, à ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ
n ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ.
Çàäà÷à 8. (Ïðèíöèï âëîæåííûõ øàðîâ) Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû êîòî-
ðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò îáùóþ òî÷êó. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî â ïðèíöèïå
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âëîæåííûõ øàðîâ íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ðàäèóñû øàðîâ ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîêàæèòå, ÷òî â íåïîëíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèíöèï âëîæåííûõ øàðîâ
íå âûïîëíÿåòñÿ.
Çàäà÷à 9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâîì: èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî m çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmn }∞n=1 ýëå-
ìåíòîâ ýòîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå òàêîé âîçðàñ-
òàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ nk, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xmnk
}∞k=1 ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 10. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R∞ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xN = (xNn ) ñõîäèòñÿ ê
x = (xn), åñëè ñóùåñòâóåò íîìåð M òàêîé, ÷òî xNn = xn äëÿ âñåõ N ïðè n > M
è äëÿ êàæäîãî n ≤ M xNn → xn ïðè N → ∞. Ïîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ñõîäèìîñòü íå
çàäàåòñÿ ìåòðèêîé, ò.å. íå ñóùåñòâóåò ìåòðèêè % òàêîé, ÷òî %(xN , x)→ 0 ðàâíîñèëüíî
xN → x.
Çàäà÷à 11. (Òåîðåìà Áàíàõà î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè) Ïóñòü (X, %) � ïîëíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè %(xn, xn−1) ≤ qn, 0 < q < 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè è ñõîäèòñÿ.
(b) Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → X ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ò.å.

%(f(x), f(y)) ≤ q%(x, y), 0 < q < 1.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, çàäàííàÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

xn+1 = f(xn),

ñõîäèòñÿ è åå ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x = f(x) (ãîâîðÿò,
÷òî x � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà).

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1 = f(xn), x1 = 1, ñõîäèòñÿ
è íàéäèòå åå ïðåäåë, åñëè f(x) =

√
2 + x èëè f(x) = 2 + 1/x.

Çàäà÷à 12. Ñóùåñòâóåò ëè íåïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âñÿêîå
ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó?


