
I. Irraional~nye qisla
[t.e. zdes~: qisla bez raional~nogo korn�]V xkole Pifagora, ok. −450, zadalis~ dva voprosy o korne iz dvuh:ob ego veliqine i ob ego raional~nosti.
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1

1) Na�iti veliqinu √2.�to sluqilos~ pri pomowi sledu�we�i teoremy (posle u Evklida,ok. −300, N ◦ II, 10 ego Naqal).
| | | |

A Γ Β Δ
AΓ = ΓBPust~ otrezok AB, ego seredina Γ, a B∆ v prodol�enii AB; togda:

A∆2 + B∆2 = 2 AΓ2 + 2 Γ∆2.Esli pixem AΓ = s = ΓB, B∆ = d, to imeem to�destvo
(2s + d)2 + d2 = 2s2 + 2 (s + d)2otkuda

(2s + d)2 − 2 (s + d)2 = 2s2 − d2 = −(d2 − 2 s2).Togda, naqina� s elyh qisel s, d, mo�no postroit~ tabliu qisel,kvadrat odnogo iz nih i dvo�ino�i drugogo vsegda ime�t tu �e samu�raznost (po absol�tno�i veliqine). Voz~m�m, kak i sami Pifagore�iy,
s = d = 1 = s1 = d1:

d1 = 1, s1 = 1, d 2
1 − 2s2

1 = −1

d2 = 2s1 + d1 = 3, s2 = s1 + d1 = 2, d 2
2 − 2s2

2 = +1

d3 = 2s2 + d2 = 7, s3 = s2 + d2 = 5, d 2
3 − 2s2

3 = −1. . .
dn+1 = 2sn + dn, sn+1 = sn + dn, d 2

n+1 − 2s2
n+1 = (−1)n+1
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iz poslednogo sleduet
d 2

n+1

s2
n+1

= 2 +
(−1)n+1

s2
n+1tak qto imeem v predele (�to ne pifagore�iskoe!)

dn+1

sn+1

−→
√

2.Takim obrazom Pifagore�iy naxli nemnogie (dovol~no horoxie) pri-bli�eni� korn� dvuh:
n dn sn

dn

sn

1 1 1 1

2 3 2
3

2
=1,5

3 7 5
7

5
=1,4

4 17 12
17

12
=1,41666...

5 41 29
41

29
=1,41379...

6 99 70
99

70
=1,414285...2) Irraional~nost~ veliqiny √2.Oni tak�e umeli pokazat~, qto nikaka� iz takih drobe�i ne mo�etravn�t~ toqno�i veliqino�i √2.A imenno, predpolo�im, qto √2 = p

q
, gde drob~ nesokratima. Otdrobi imeem p2 = 2q2, togda p2 q�tny�i, otkuda p q�tny�i. Sledovatel~no,

p = 2p′, a 4p′2 = 2q2, t.e. q2 = 2p′2 q�tny�i a q to�e q�tny�i. Ibo predpolo-�enie sokraw�ni� drobi vsegda vozmo�no, protivoreqie proishodit otpredpolo�eni� vida √2 kak drob~. Togda �sno, qto √2 irraional~na.3) Ispol~zovanie korne�i v tekstah.V mnogih �zykah okonqanie slov ne izmen�ets� (naprimer franuz-ki�i, itali�nski�i, arabski�i v ne literaturnyh tekstah). Sledovatel~no,proiznoxenie takih vyra�eni�i, kak √a +
√

b i √

a +
√

b odinakovo(`koren~ iz a pl�s koren~ iz b'); vo vtorom sluqae mo�no skazat~: `koren~iz summy a pl�s koren~ iz b', no �to ne rabotaet, kogda imeem bol~xoekoliqestvo korne�i. Naprimer, egipetski�i matematik Abu Kamil (ñK. @
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ÕÎ�@ 	áK. ¨Am.�
�� ÉÓA¿, ok. 880) rexaet zadaqu vtoro�i stepeni, rexenie koto-ro�i imeet tako�i vid:

x= 17+
27

39
+

√
315+

885

1521
+

r

451+
1029

1521
+

q

395′130+
2′057′670

2′313′441
−
√

31′558+
282

1521Segodni� sohranits� ego arabski�i tekst, a tak�e original~na� rukopis~latinskogo perevoda XIV veka. Oqevidno, qto perevodqik sperva ne po-nimal, gde byli naqalo i kone ka�dogo korn�. To �e samoe sluqilos~bezuslovno dl� qitatele�i arabskogo teksta. Sledovatel~no, ispol~zova-nie vyra�eni�i s mnogimi korn�mi v srednih vekah oqen~ redko.Pervye iskl�qeni� �to�i trudnosti ime�ts� v kone srednih vekov.X�ke (Nicolas Chuquet, Triparty en la science des nombres, 1483) podq�r-kivaet qast~ pod radikalom:
3

√

2
√

15− 2
4

√

2
√

15− 2
(

R =
√

, m̄ = −
)Bombelli (Rafael Bombelli, Algebra, 1572) zakl�qaet qast~ pod radikalomv skobkah (a imenno ⌊ i ⌋):

4 +
√

24− 20x
(

p = +, R.q. = 2
√

, m = −, 1
⌣ = x1 = x

)

II. Otriatel~nye qislaDo XVI veka matematiki ispol~zova�t iskl�qitel~no tri tipa kva-dratnogo, qawe prived�nnogo, uravneni�, gde ko�ffiienty vsegda bol~-xie nul�.
(1) ax2 + bx = c; x2 + px = q, x = −p

2
+

√

(

p

2

)2
+ q. U �togo tipa est~vsegda odno polo�itel~noe rexenie. Vtoroe, otriatel~noe, ne nado:dl� matematikov �togo vremeni, odnogo rexeni� dostatoqno.
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(2) ax2 = bx + c; x2 = px + q, x = p

2
+

√

(

p

2

)2
+ q. To �e samoe godits�dl� vtorogo tipa.

(3) ax2 +c = bx; x2 +q = px, x = p

2
±

√

(

p

2

)2 − q. Zdes~ imeem libo dvapolo�itel~nyh rexeni�, libo nikakogo, a imenno esli diskriminantmen~xe nol�.Ostal~no�i tip, t.e. x2 + px + q = 0 (vs� ew� p, q > 0) ne vstreqaets�,tak kak u nego ka�doe rexenie otriatel~no (esli de�istvitel~no).Va�no zdes~ zapomnit~, qto vyqitaemoe qislo ne to �e samoe, qtootriatel~noe qislo. Pravilo znakov ispol~zovali u�e drevnie mate-matiki.Pervoe rassmotrenie otriatel~nogo rexeni� nahodits� u Fibonaq-qi (Leonardus Pisanus Fibonacci, ok. 1220). V svoe�i knige o prikladnyharifmetike i algebre (Liber abaci), on rexaet bol~xee koliqestvo sis-tem lineinyh uravneni�i. Rezul~taty dl� ka�do�i sistemy poqti vsegdavse polo�itel~ny; no (redko) sluqits�, qto nekoe neizvestnoe imeetotriatel~noe znaqenie (oqevidno, qto �to namerenno). Vot tako�i pri-mer, napisanny�i v naxe�i simvolike: xi znaqit summu deneg i-ogo qelo-veka, a y enu nekotorogo tovara.






























x1 + x2 + y = 2 (x3 + x4 + x5) (∗)
x2 + x3 + y = 3 (x4 + x5 + x1)

x3 + x4 + y = 4 (x5 + x1 + x2)

x4 + x5 + y = 5 (x1 + x2 + x3)

x5 + x1 + y = 6 (x2 + x3 + x4).Preobrazovanie ka�dogo (zdes~ naprimer pervogo) uravneni� takoe (is-kl�qitel~no slovami u Fibonaqqi)
(∗) x1 + x2 + y = 2 (x3 + x4 + x5) | + (x3 + x4 + x5)

(

S =
∑

xi

)

S + y = 3 (x3 + x4 + x5), x3 + x4 + x5 = 1

3
(S + y)
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Takim obrazom imeem posle preobrazovani� ostal~nyh uravneni�i:






























x3 + x4 + x5 = 1

3
(S + y)

x4 + x5 + x1 = 1

4
(S + y)

x5 + x1 + x2 = 1

5
(S + y)

x1 + x2 + x3 = 1

6
(S + y)

x2 + x3 + x4 = 1

7
(S + y).Voz~m�m, kak Fibonaqqi, S+y = 420 (naimen~xi�i obwi�i znamenatel~);budet:































x3 + x4 + x5 = 140 (1)

x4 + x5 + x1 = 105 (2)

x5 + x1 + x2 = 84 (3)

x1 + x2 + x3 = 70 (4)

x2 + x3 + x4 = 60. (5)Togda (1) + (2) + (3) + (4) + (5) = 3 S = 459, S = 153, y = 267;a (2) + (4) = x1 + S = 175, itak x1 = 22;
(1) + x1 = S − x2 = 162, itak x2 = S − 162 = 153− 162. Ego zakl�qenie:
Quare hec questio est insolubilis nisi ponamus secundum hominem habere

debitum 9, que sunt a 153 in 162 (po�tomu �ta zadaqa nerazrexima, esline polagaem, qto est~ u vtorogo qeloveka dolg dev�ti, t.e. s 153 do 162).Drugimi slovami, imeem u Fibonaqqi dve vozmo�nosti: libo otkazot otriane	nyh qisel, libo izmenenie naqal~nyh uravneni�i, t.e. na-qal~nyh uslovi�i; togda vse neizvestnye polo�itel~ny, kak sleduet.Toqno to �e samoe imeets� v ego drugih primerah �togo sorta; libooni nevozmo�ny, libo summa deneg delats� dolgom, ili prin�tie denegdelats� vorovstvom deneg. Podvod� itog, pri pomowi obratnogo smyslasvodits� otriatel~na� veliqina k polo�itel~no�i. V naxem primere,�to znaqit sledu�wee izmenenie original~no�i sistemy:
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x1 + x2 + y = 2 (x3 + x4 + x5)

x2 + x3 + y = 3 (x4 + x5 + x1)

x3 + x4 + y = 4 (x5 + x1 + x2)

x4 + x5 + y = 5 (x1 + x2 + x3)

x5 + x1 + y = 6 (x2 + x3 + x4)

−→































x1 − x2 + y = 2 (x3 + x4 + x5)

−x2 + x3 + y = 3 (x4 + x5 + x1)

x3 + x4 + y = 4 (x5 + x1 − x2)

x4 + x5 + y = 5 (x1 − x2 + x3)

x5 + x1 + y = 6 (−x2 + x3 + x4)�to, ka�ets�, ne oqen~ va�no. Naprotiv. Takim obrazom �sno, qto vkonkretnyh zadaqah otrianelnoe rexenie inogda mo�et imet~ smysl,a nel~z� vsegda ego prosto nemedlenno otkazat~.Ne�vny�i otkaz takih rezul~tatov vidny�i u�e v drevnosti. V naqalesvoe�i knigi ob algebre Diofant (Διοφάντος, ok. 250) rexaet neskol~koxkol~nyh zadaq; oni prosty, i sovsem ne tipiqny dl� Diofanta: onitol~ko ime�t el~� vvedenie v algebraiqeskie �zyk i sposob s pomo-w~� znakomyh primerov. Me�du takimi xkol~nymi zadaqami ime�ts��ti dve sistemy (zdes~, kak obyknovenno u Diofanta, vse neizvestnyeprosto qisla, t.e. bez kakogo-libo konkretnogo smysla):










x1 + 1

3
(x2 + x3) = y

x2 + 1

4
(x3 + x1) = y

x3 + 1

5
(x1 + x2) = y,



















x1 + 1

3
(x2 + x3 + x4) = y

x2 + 1

4
(x3 + x4 + x1) = y

x3 + 1

5
(x4 + x1 + x2) = y

x4 + 1

6
(x1 + x2 + x3) = y.V obeih sluqa�h perva� drob~ 1

3
a ne 1

2
. Prinima� vo vnimanie vidpoho�ih sistem v drevne�i matematike, tak i v matematike srednih vekov,gde posledovatel~nost~ izvestnih ko�ffiientov sovsem regul�rna inaqinaets� s samyh prostyh qisel, �to stranno i neobyqno. Vot priqina�togo vybora.Voobwe, taka� neopredel�nna� sistema uravneni�i imeet vid

xj + mj

∑

i6=j

xi = y,gde mj pravil~nye drobi a i, j = 1, . . . , n. Posle preobrazovani� i slo-�eni� uravneni�i, na�id�m obwi�i vid rexeni�
xj = (S − y)

[

1

n− 1

n
∑

i=1

1

1−mi

− 1

1−mj

]

(gde S =

n
∑

i=1

xi

)

.
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Tak kak sistema neopredel�nna, mo�no vybirat~ (polo�itel~noe) zna-qenie dl� S − y. Oqevidno, qto togda znak ka�dogo rexeni� zavisittol~ko ot znaka vyra�eni� v kvadratnyh skobkah.Kogda naqinaem v takih sistemah s drobi m1 = 1

2
, to rexeni� xj vsepolo�itel~nye tol~ko kogda n = 3 i n = 4; naprotiv, kogda m1 = 1

3
,rexeni� xj polo�itel~nye to�e kogda n = 5 i n = 6. Vot poqemu uDiofanta perva� drob~ byla 1

3
; esli by byla 1

2
, to sledu�wi�i slu-qa�i, t.e. n = 5, imel by otriatel~noe rexenie. A Diofant skazal vnaqale svoe�i knigi, qto qitatel~ dol�en vsegda rexat~ drugie poho�ieprimery takim �e obrazom. Qto dumal by qitatel~, esli by sposobDiofanta rabotal tol~ko dl� ego dvuh primerov?Imenno �tot sluqa�i, s drob~� m1 = 1

2
, vstreqaets� v rukopisi XVveka na provansal~skem �zyke neznakomogo avtora. On rexaet spervadva sluqa�, gde n = 3, n = 4, u kotoryh vs� kak sleduet; posle on rexaettak�e sluqa�i n = 5,































x1 + 1

2
(x2 + x3 + x4 + x5) = y

x2 + 1

3
(x3 + x4 + x5 + x1) = y

x3 + 1

4
(x4 + x5 + x1 + x2) = y

x4 + 1

5
(x5 + x1 + x2 + x3) = y

x5 + 1

6
(x1 + x2 + x3 + x4) = y.A zdes~ budet qast~ v kvadratnyh skobkah

1

n− 1

n
∑

i=1

1

1−mi

<
1

1−m1

, t.e., qislenno, 1

4
· 437

60
= 437

240
< 1

1− 1

2

= 2,a leva� storona men~xe pravo�i; znaqit, qto pervoe neizvestnoe otria-tel~no, nezavisimo ot vybora veliqiny S−y. Avtor vybiraet S−y = 60,kotory�i da�t sledu�wie znaqeni�:
x1 = −

(

10 + 3

4

)

, x2 = 19 + 1

4
, x3 = 29 + 1

4
, x4 = 34 + 1

4
, x5 = 37 + 1

4
.Avtor �vno pixet, qto `pervy�i imeet 10 i 3

4
men~xe niqego’ (lo premier

ha 10 e 3

4
mens de non res). Ob �tom (v svo� vrem� nepodoba�wem) rezul~-tate on niqego ne ob��sn�et; my prosto vidim v �to�i zadaqe, i pritomtol~ko v ne�i (vse drugie zadaqi �to�i knigi ime�t iskl�qitel~no polo-�itel~nye rexeni�), qislovu� proverku: avtor hoqet pokazyvat~, qto�ti znaqeni� udobletvor��t uslovi�m, to est~ uravneni�m.
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Tako�i byl pervy�i izvestny�i primer prin�ti�, po qisto�i matema-tiqeske�i priqine, otriatel~nogo rexeni�. Pozdnee, a u�e v vtoro�ipolovine XV veka, vstreqa�ts� drugie primery otriatel~nyh rexeni�ine osobenno redko, libo v konkretnyh, libo v nekonkretnyh zadaqah.
III. Mnimye qislaMo�no v prinipe vstretit~ kompleksnye qisla u�e v odnom sluqaekvadratnogo uravneni� (sm. vyxe, s. 4). No takoe rexenie do kona XVIveka ne prinimaets� vo vnimanie. Vot tri primera �togo. Oni vse vvide razdeleni� des�ti na dve qasti s nekotorom dobavoqnoem usloviem(takie sistemy vstreqa�ts� qasto v srednih vekah, a imenno u�e vdrevnosti).

{

x + y = k (= 10)

f(x, y) = l.

— Paqoli, ok. 1480.
{

x + y = 10
y

x
+ x = 5,kotora� svodits� k kvadratnomu uravneni� x2 + 10 = 6x. Rexenie ne-vozmo�no, `potomu qto qislo bol~xe umno�eni� poloviny neizvestnyhna seb�' (perché l’è più el numero che non è la multiplicatione de la 1

2
dele

chose in se): 10 > 32, t.e. diskriminant uravneni� men~xe nul�.
— Kardano, 1545.

{

x + y = 10

x · y = 40.�to svodits� k uravneni� x2 + 40 = 10x. Imeem rexenie v prinipe, aimenno 5 +
√
−15 i 5−

√
−15, no takoe rexenie `iskusstvennoe' (solutio

sophistica). A imenno `�sno, qto sluqa�i ili vopros nevozmo�en' (mani-

festum est quod casus seu quæstio est impossibilis).

— Toqno to �e samoe imeem u Bombelli (Algebra, 1572): x2 + 20 = 8ximeet v prinipe rexeni� x = 4 +
√
−4, x = 4−

√
−4, no `�to uravneniene mo�et delats�, krome kak iskusstvennym obrazom' (questo agguaglia-

mento non si può fare se non in questo modo sofistico).Odnako imenno Bombelli v �to�i samo�i knige budet vpervye ispol~-zovat~ mnimye qisla. No tam �ti qisla polezny, potomu qto s nimi
8



Bombelli umeet na�iti de�istvitel~noe rexenie v odnom sluqae uravneni�tret~e�i stepeni. Itak pervoe po�vlenie kompleksnyh qisel | edinstven-no utilitarno. Posmotrim, kak �to sluqilos~.V kone qetyrnadatogo veka ital~�nskie matematiki naxli, kaksvesti prived�nnoe uravnenie trete�i stepeni s qetyr~m� qlenami kuravneni� s trem� qlenami. �ti formy bolee legki dl� rexeni�; potom,mo�no legko zapomnit~ ih vid, potomu qto oni poho�i na tri sluqa�vtoro�i stepeni (s x3 vmesto x2).
y3 + ay2 + by + c = 0 ———−→

y = x− a
3







(1) x3 + px = q

(2) x3 = px + q

(3) x3 + q = px,gde a, b, c > 0 ili < 0, no p, q > 0.V naqale XVI veka rexal Scipione dal Ferro pervy�i sluqa�i (ego dis-kriminant polo�itel~ny�i). Soroka godami poz�e Kardano nax�l ob-wu� formulu (�to `formula Kardana') s kotoro�i imeem nemedlenno odnorexenie (zdes~ v obwem sluqae x2 + px + q = 0, p, q > 0 ili < 0):
x =

3

√

−q

2
+

√

(q

2

)2

+
(p

3

)3

+
3

√

−q

2
−

√

(q

2

)2

+
(p

3

)3

.No kogda p < 0, t.e. v oboih poslednyh sluqa�h srednih vekov, mo�etsluqits�, qto
(q

2

)2

+
(p

3

)3

< 0;a imenno togda vse tri rexeni� budut de�istvitel~ny i razliqny.Bombelli zanimals� vtorom sluqaem, potomu qto on znal, qto vsegdaodno rexenie polo�itel~no. Vot ego dokazatel~stvo.Pust~ x3 = px + q. My znaem p i q. Pust~ AB = p a BC = q

p
, tak qto

ABCD = q. Pust~ BE = 1. Pust~ F izmenqiva� toqka na prodol�enii
CB. Pust~ EFH pr�mougol~ny�i treugol~nik. Ego storony men��ts�,kogda F men�ets�, tak qto H to�e men�ets� (E net, ibo BE posto�nno).Nakone, prodol�enny�i FA peresekaet prodol�enie CD v G. Kogda Fdvigaets�, togda dvigaets� H k odno�i storone a G k drugo�i, i naoborot.
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G D C

A B
E

H

q q
p

F

p

1

↓

→

←

Oqevidno, qto H odin raz budet toqno pod G. Togda imeem sledu�weepolo�enie:
G D C

A B
E

H

q

F

p

1

I J

Togda, po Bombelli, BF de�istvitel~noe i, kak otrezok, polo�itel~-noe rexenie uravneni� x3 = px + q. On �to ob~�snaet sledu�wim obra-zom.
ABCD = AHIJ (= q) (ibo v ravnyh treugol~nikah GIF i GCF ime�ts�ravnye treugol~niki GHA i GDA, AJF i ABF; �to izvestno iz traktataNaqal Evklida, sm. ego teoremu N ◦ I, 43).
BHIF = CDJF (ibo BAJF obwee slo�enie).Rassmatrivaem �ti dve plowadi. Sperva, CDJF = p · BF + q. Potom,
BHIF = HB · BF. Ibo (teorema vysoty pr�mougol~nogo treugol~nika)
BF2 = HB · BE = HB, imeem BHIF = HB · BF = BF3. �to znaqit, qto�ffektivno BF3 = p · BF + q.
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Togda Bombelli rassmatrivaet odin qislovo�i primer. Oqevidno, qtouravnenie x3 = 15x + 4 imeet rexenie x = 4. No formula Kardana da�t(s naxe�i matematiqeske�i simvoliko�i, sledovatel~no p = −15, q = −4):
x =

3

√

2 +
√
−121 +

3

√

2−
√
−121.Kak mo�no imet~ x = 4? Dl� �togo polo�it Bombelli vo-perbyh(vnov~ s naxe�i matematiqeske�i simvoliko�i):

3

√

2 +
√
−121 = 2 + r ·

√
−1

3

√

2−
√
−121 = 2− r ·

√
−1,tak qto posle ih slo�eni� x = 4, kak �elatel~no. Qtoby teper~ na�itipodhod�w�� veliqinu r, nado vozvodit~ ka�doe iz nih v kub; dl� �togoBombelli budet ispol~zovat~ nekoe svo� novoe pravilo vyqisleni�.Esli k nekotora� veliqina, togda primen�los~ takoe pravilo:

(

+
√

k
)

·
(

+
√

k
)

= +
√

(k)(k) =
√

k2 = k.A teper~ dl� polo�itel~nogo k budet primen�t~s� ego novoe pravilo:
(

+
√
−k

)

·
(

+
√
−k

)

= −k,t.e., v segodn�xne�i matematiqeske�i �zyke,
(+i · k)(+i · k) = −1 · k.Ob �tom pravile on pixet: qual sorte di R.q. ha nel suo algorismo diversa

operatione dall’altre (�tot sort kvadratnyh korne�i imeet pri svo�m vy-qislenii operai�, kotora� razliqaets� ot drugogo [t.e., obyqnogo℄).Pri pomowi �togo pravila mo�no teper~ vyqisl�t~ naxi vyra�eni�:
2 + 11

√
−1 = 23 + 3 · 22 · r ·

√
−1 + 3 · 2 · r2 · (

√
−1)2 + r3 · (

√
−1)3

= 8 + 12 · r ·
√
−1 − 6r2 − r3 ·

√
−1,

2− 11
√
−1 = 23 − 3 · 22 · r ·

√
−1 + 3 · 2 · r2 · (

√
−1)2 − r3 · (

√
−1)3

= 8 − 12 · r ·
√
−1 − 6r2 + r3 ·

√
−1.
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Togda vs� budet v por�dke v ka�dom vyra�enii s vyborom r = 1; aposle slo�eni� �tih dvuh vyra�eni�i, Bombelli imeet �elannoe rexe-nie.Takovo bylo pervoe ispol~zovanie mnimyh qisel. Pervy�i xag k ihobwemu prin�ti� sluqils� let p�t~des�t~ posle, vo vrem� otkryti�osnovno�i teoremy algebry (A. Girard, Invention nouvelle en l’algebre,
1629 : toutes les equations d’algebre reçoivent autant de solutions, que la
denomination de la plus haute quantité le demonstre). A imenno, qtobyimet~ vse n korne�i odnogo uravneni� n-o�i stepeni, nu�no vkl�qit~kompleksnye qisla.
[Vs� �to opisaets� podrobno v (moe�i) Une introduction à l’histoire de

l’algèbre (Lausanne 1999) ili (perevod) An Introduction to the History of

Algebra (Providence 2009).]
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