
Ëåêöèß 2. Ñïåêòðîñêîïèß ìîëåêóë, ïðîåêòîðû,

ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè. Ðåøĳòêè
Îïèñàíèå: Èñïîëüçóß ñâåäåíèß èç òåîðèè ãðóïï, ìû èçóœèì íîðìàëüíûå
êîëåáàíèß â ìîëåêóëàõ, à òàêæå íàóœèìñß ïîëóœàòü ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè
äëß íåêîòîðûõ ìîëåêóë êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè àòîìíûõ.

5. Îñíîâû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíåœíûõ ãðóïï (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà 1. (ëåììà Øóðà) Ïóñòü çàäàíû äâà ïðåäñòàâëåíèß ρ,τ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ
V1, V2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, œòî f :V1→V2 – ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òàêîå œòî
f(rg(v1))= τg(f(v1)) äëß ëþáûõ g∈G è v1∈V1.
Åñëè ρ è τ íåýêâèâàëåíòíû, òî f =0. Åñëè f � 0, òî V1=V2 è ñóùåñòâóåò òàêîå œèñëî λ,
œòî f(v)=λv äëß âñåõ v ∈ V1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (íàáðîñîê)

1. Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèß íåýêâèâàëåíòíû è f � 0. Îáîçíàœèì çà W ßäðî f . Îœåâèäíî, œòî
W èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ρ. Çíàœèò, W = 0. Àíàëîãèœíî Im f – ïîäïðîñòðàíñòâî â V2,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî τ . Çíàœèò, f – ýêâèâàëåíòíîñòü, œòî íåâîçìîæíî.

2. Ïóñòü V1 = V2. Òîãäà f èìååò â V1 ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíàœåíèåì
λ. Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëß îïåðàòîðà f ñ ýòèì ñîáñòâåííûì çíàœåíèåì λ

ßâëßåòñß èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ρ. Ïîëüçóåìñß íåïðèâîäèìîñòüþ è ïîëóœàåì, œòî ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî ñîâïàäààåò ñ V1. �

Ñëåäñòâèå.

(1) Ïóñòü çàäàíû äâà íåïðèâîäèìûõ êîíåœíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèß ρ, τ

ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ V1, V2 ñîîòâåòñòâåííî è, ïðåäïîëîæèì, œòî èìååòñß ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå f :V1→V2. Ïîëîæèì, Φ=

1

|G|
∑

g∈G τgfρg−1 :V1→V2. Òîãäà, åñëè ïðåäñòàâëåíèß

íåýêâèâàëåíòíû, òî Φ = 0. Åñëè æå ïðåäñòàâëåíèß ýêâèâàëåíòíû, òî Φ(x) =
tr f

dimV1

x äëß
ëþáîãî x∈V.
(2) Ïóñòü e è f – îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V1 è V2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåäïîëîæèì, œòî çàäàíû ìàòðèöû Rg è Tg äëß óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ρ è τ â ýòèõ
áàçèñàõ. Åñëè ïðåäñòàâëåíèß íåýêâèâàëåíòíû, òî

∑

g∈G
(Rg)ij(Tg)kl =0,

åñëè æå V1=V2, òî äëß ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ

1

|G|
∑

g∈G
(Rg)ij(Tg)kl =

δikδjl
dimV1

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) äîñòàòîœíî çàìåòèòü, œòî trΦ=tr f , îñòàëüíîå ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî
ïðåäëîæåíèß, åñëè âçßòü îòîáðàæåíèå f , ó êîòîðîãî îäèí ýëåìåíò fjr = 1 â ìàòðèœíîì
ïðåäñòàâëåíèè, à îñòàëüíûå íóëåâûå.

1

|G|
∑

g∈G

∑

j,s

(Rg)ij(fjr)(Tg)sr =(Φij) (ìàòðèœíûé ýëåìåíò Φ).

(2) Â ñèëó óíèòàðíîñòè Rg
-1
�

tRg �

Õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèß ρ íàçûâàåòñß ôóíêöèß χρ : G→C, òàêàß œòî χρ(g) = tr ρg.
Êëþœåâóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè èãðàåò ñëåäóþùàß
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü χ – õàðàêòåð íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèß ρ. Òîãäà

(χ, χ) 6
1

|G|
∑

g∈G χ(g)χ(g) = 1. Åñëè æå ρ è τ – äâà íåïðèâîäèìûõ íåýêâèâàëåíòíûõ
ïðåäñòàâëåíèß êîíåœíîé ãðóïïû G, òî (χρ, χτ)= 0.

Äëß äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äîñòàòîœíî çàìåòèòü, œòî (χ, χ) =
1

|G|
∑

g∈G (
∑

s
(Rg)ss)(

∑

t
(Rg)tt ) =

∑

s,t

1

|G|(Rg)ss(Rg)tt =1.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü n1,	 ,nr – ðàçìåðíîñòè âñåõ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé
êîíåœíîé ãðóïïû G. Òîãäà n1

2+	 +nr
2= |G|.

Óêàçàíèå: Ðàññìîòðåòü ðåãóëßðíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Â, œàñòíîñòè, êàê ëåãêî çàìåòèòü – èç ýòîãî ñëåäóåò ñòðîåíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé àáåëåâûõ ãðóïï, ýòè ïðåäñòàâëåíèß îêàçûâàþòñß îäíîìåðíûìè.

Ïðèìåð 3.

Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ïîêàçàòü, œòî õàðàêòåðû âñåõ íåïðèâîäèìûõ íåýêâèâàëåíòíûõ
ïðåäñòàâëåíèé îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíûõ ôóíêöèé. Èç ýòîãî ñëåäóåò, œèñëî
êëàññîâ ñîïðßæĳííûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî œèñëó íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïïû G.

Âîçâðàùàßñü ê ïðèìåðó âûøå, ìîæíî çàêëþœèòü, ïîíßòü, êàê ñòðîèòü íåïðèâîäèìûå
ïðåäñòàâëåíèß ãðóïïû äèýäðà:

Åñëè íà äâóìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
äèýäðà Dn è e1 – ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà ïîâîðîòà a, ò.ê. a èìååò ïîðßäîê n, òî
ae1 = λe1, ãäå λ – êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç 1. Ëåãêî çàìåòèòü, œòî òîãäà ìàòðèöû ïîâîðîòà

èìåþò âèä
(

λ 0

0 λ-1

)

. Ìàòðèöà îïåðàòîðà b èìååò âèä â òàêîì ñëóœàå
(

0 1
1 0

)

.

Îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèß ñòðîßòñß ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèçàöèè ïî êîììóòàíòó, â œàñòíîñòè
â ñëóœàå œĳòíîãî n èõ 4, íåœĳòíîãî – 2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n − íåœĳòíî, òî êëàññîâ
ñîïðßæĳííîñòè (n+3)/2, à â ñëóœàå œĳòíîãî n òàêèõ êëàññîâ (n+6)/2. Âûøå ìû ïîñòðîèëè
äëß íåœĳòíîãî n = 2m + 1 m äâóìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, à äëß n = 2m m − 1 äâóìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé. Ïëþñ ìû çíàåì œèñëî îäíîìåðíûõ – òåïåðü íåñëîæíî óáåäèòüñß, œòî œèñëî
ïðåäñòàâëåíèé äåéñòâèòåëüíî ðàâíî œèñëó êëàññîâ ñîïðßæĳííûõ ýëåìåíòîâ.

5. Ïðèìåíåíèß òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé: ðàñùåïëåíèå îðáèòàëåé,
ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè, êîëåáàòåëüíàß ñïåêòðîñêîïèß

Äëß íàœàëà ðàññìîòðèì èîí ìåòàëëà, âíåøíèì (çàïîëíßåìûì â äàííûé ìîìåíò)
ýëåêòðîííûì óðîâíåì ßâëßåòñß 3d, íàõîäßùèéñß âíóòðè êðèñòàëëèœåñêîé ñòðóêòóðû
îïðåäåëĳííîé òîœåœíîé ñèììåòðèè. Ýíåðãåòèœåñêîå ñîñòîßíèå òàêîãî ýëåìåíòà îïèñûâàåòñß
ãàìèëüòîíèàíîì ñëåäóþùåãî âèäà:

H=
∑

i







pi
2

2m
-
Z2

riµ
+
∑

j

e2

rij
+
∑

j

ξijlisj+ γiµjiIµ







+Vcryst,
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ãäå ïåðâûé œëåí îòâåœàåò êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè, âòîðîé - êóëîíîâñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ
ìåæäó ýëåêòðîíàìè è ßäðàìè, òðåòèé - êóëîíîâñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíîâ èîíà ñ
ýëåêòðîíàìè êðèñòàëëà, œåòâĳðòûé îòâåœàåò ñïèí-îðáèòàëüíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíîâ
â èîíå è ïßòûé - ãèïåðòîíêîé ñòðóêòóðå âçàèìîäåéñòâèß ìåæäó ýëåòðîíàìè è ßäðîì èîíà.

Â çàâèñèìîñòè îò ñèëû êðèñòàëëèœåñêîãî ïîëß, ðîëü ðàçíûõ ôàêòîðîâ âûõîäèò íà ïåðâûé
ïëàí:

à) â ñëóœàå ñëàáîãî ïîëß ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, à
êðèñòàëëèœåñêèé ïîòåíöèàë ðàññìàòðèâàåòñß êàê âîçìóùåíèå,

á) â ñëóœàå ñèëüíîãî ïîëß â ïåðâóþ îœåðåäü îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò ïîòåíöèàë
êðèñòàëëèœåñêîãî ïîëß.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èìåííî âòîðîé ñëóœàé.

Ñâîáîäíûé àòîì èìååò ïîëíóþ øàðîâóþ ñèììåòðèþ: ëþáîå âðàùåíèå âîêðóã ëþáîé îñè
– îïåðàöèß ñèììåòðèè. Â ýòîì ìèíèêóðñå áåñêîíåœíûå è íåïðåðûâíûå ãðóïïû íå áóäóò
ðàññìàòðèâàòüñß, ïîýòîìó ìû âîñïîëüçóåìñß íåêîòîðûìè ðåçóëüòàòàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè
áåç äîêàçàòåëüñòâà. Òàê, èçâåñòíî, œòî ñôåðèœåñêèå ãàðìîíèêè Ylm(θ, φ) (θ - ïîëßðíûé óãîë,
φ - àçèìóòàëüíûé óãîë) ßâëßþòñß áàçèñíûìè ôóíêöèßìè äëß ãðóïïû âñåõ âðàùåíèé:

Ylm(θ, φ)=

[

2l+1

4π

(l - |m|)!
(l + |m|)!

]

1/2

Pl
m(cos θ)eimφ,

ãäå Pl
m(x) = (1-x2)1/2|m| d|m|

dx|m|
Pl(x) - ïîëèíîì Ëåæàíäðà, ãäå Pl(x) îòâåœàþò ñëåäóþùåé

ïðîèçâîäßùåé ôóíêöèè 1/ 1 - 2sx+x2
√

=
∑

l=0
∞

Pl(x)s
l. Äëß ñôåðèœåñêèõ ãàðìîíèê

Yl ,–m(θ, φ)= (-1)mYlm(θ, φ).

Äëß êàæäîãî l ñôåðèœåñêèå ãàðìîíèêè çàäàþò íåœĳòíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
âðàùåíèé. Â œàñòíîñòè, äëß l=2 ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïßòèìåðíî.

Ôàêò. Åñëè ìû èçìåíèì îñü êâàíòîâàíèß (ïîëßðíóþ îñü), òî “íîâûå” ñôåðèœåñêèå
ãàðìîíèêè Yl′m′(θ ′, φ′) è “ñòàðûå” Ylm(θ, φ) ñâßçàíû ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñíûõ
ôóíêöèé, åñëè l ′= l:

PRYlm′(θ ′, φ′)=
∑

m

(DR
l )mm′Ylm(θ, φ).

Âûáîð îñè z ïðîèçâîëåí, â êàœåñòâå òàêîâîé âûáåðåì òó îñü, âîêðóã êîòîðîé ïðîèñõîäèò
âðàùåíèå.

Òîãäà PαYlm(θ, φ) = Ylm(θ, φ – α) = e–imαYlm(θ, φ). Çíàœèò ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà èìååò
äèàãîíàëüíûé âèä, íàéäĳì åĳ ñëåä:

χl(α)=
∑

m=–l

m=+l

e–imα= e–ilα

[

e–i (2l+1)α – 1

e–ilα – 1

]

=
sin

[(

l+
1

2

)

α
]

sin
[( 1

2

)

α
]
,

Òåïåðü îïðåäåëèì õàðàêòåðû, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãèì ýëåìåíòàì ñèììåòðèè:

− öåíòð èíâåðñèè:

PiYlm(θ, φ)= Ylm(π – θ, π – φ)= (–1)lYlm(θ, φ)

Çíàœèò, χl(i)= (–1)l(2l+1).

− çåðêàëüíî-ïîâîðîòíàß îñü:

χl(Sn) = χl(Cn/2× i)= (–1)l
sin

[(

l+
1

2

)

α
]

sin [α/2]
.
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− ïëîñêîñòü ñèììåòðèè:

χl(σ)= χl(C2× i)= (–1)lcos(πl).

Â ñëóœàå îêòàýäðèœåñêîé ñèììåòðèè ïîëóœèì (äëß l=2):

e 8C3 3C2 6C2
′ 6C4 i 3iC4

2 6iC4 6iC2
′ 8iC3

χ(Γ) 5 -1 1 1 -1 5 1 -1 1 -1

Ëåãêî ðàçëîæèòü ýòî ïðåäñòàâëåíèå â ñóììó íåïðèâîäèìûõ äëß ãðóïïû Oh: Γ=T2g+Eg.

Òåì ñàìûì, ìû ïîëóœàåì òðĳõêðàòíîâûðîæäåííûé óðîâåíü è äâóõêðàòíîâûðîæäåííûé.
Êàêîé èç íèõ âûøå ïî ýíåðãèè? Íà ýòîò âîïðîñ îòâåò äàííûìè ìåòîäàìè ìû ïîëóœèòü
íå ìîæåì. Îäíàêî, ëåãêî çàìåòèòü, œòî èç çàêîíà ñîõðàíåíèß ýíåðãèè ñëåäóåò, œòî, åñëè
ðàçíèöó â ýíåðãèßõ ìåæäó ýòèìè óðîâíßìè îáîçíàœèòü çà ∆, òî óðîâåíü T2g îòëèœàåòñß
ïî ýíåðãèè îò íàœàëüíîãî íà 2/5∆, à Eg íà – 3/5∆.

5. Ïðèìåíåíèß òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé: ðàñùåïëåíèå îðáèòàëåé,
ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè, êîëåáàòåëüíàß ñïåêòðîñêîïèß

Ðàññìîòðèì ìîëåêóëó õèìèœåñêîãî ñîåäèíåíèß. Ïîìèìî ðàçëèœíûõ ôèçèœåñêèõ ñâîéñòâ
(òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèß, êèïåíèß), îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ñ äîñòàòîœíîé òîœíîñòüþ íå âñåãäà
ëåãêî, è êîòîðûå íå ßâëßþòñß óíèêàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé äàííîãî ñîåäèíåíèß, ñóùåñòâóåò
ðßä ñâîéñòâ, êîòîðûå ïîçâîëßþò èäåíòèôèöèðîâàòü òî èëè èíîå ñîåäèíåíèå.

Ïðàâèëà îòáîðà. ÈÊ- è ÊÐ- (Ðàìàí) ñïåêòðîñêîïèß.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ïåðåõîäà ìîëåêóëû èç îäíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîßíèß â äðóãîå ïîä
äåéñòâèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëóœåíèß èìååò âèä:

F̂ =
∑

ei k
QrQP̂ ·nQ ,

ãäå kQ – âîëíîâîé âåêòîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëóœåíèß, nQ – åäèíèœíûé âåêòîð,
ïåðïåíäèêóëßðíûé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíû, ò.å. ïàðàëëåëüíûé ýëåêòðèœåñêîìó

ïîëþ, à P̂ = –ih∇r – îïåðàòîð èìïóëüñà. Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñß ïî âñåì àòîìàì â
ìîëåêóëå.

Ïîñêîëüêó ðàçìåð ìîëåêóë äîñòàòîœíî ìàë, òî ìîæíî ñœèòàòü, œòî ei k
QrQ =1, êðîìå òîãî, åñëè

ψi, ψj – êâàíòîâûå ñîñòîßíèß, òî
(

ψj ,
∂ψi

∂x

)

= –
m

h2
(Ej –Ei)(ψj , xψi)1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëà îòáîðà îïðåäåëßþòñß ïðåäñòàâëåíèßìè âåêòîðà rQ , êîòîðîìó
ïðîïîðöèîíàëåí äèïîëüíûé ìîìåíò (µ=erQ ), íà íàïðàâëåíèå ïîëß â ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå.
Ò.å. äëß ðàçðåøĳííûõ ïåðåõîäîâ íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ïðåäñòàâëåíèß äîëæíû áûòü
íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèßìè ñäâèãîâ. Åñëè ïåðåõîä ðàçðåøĳí íå ïî âñåì êîîðäèíàòàì,

òî òàêîé ïåðåõîä íàçûâàåòñß ïîëßðèçîâàííûì. Â íåêîòîðûõ ñëóœàßõ ïðèáëèæåíèß ei k
QrQ = 1

íåäîñòàòîœíî, òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ðàçëàãàþò â ðßä. Â ýòîì ñëóœàå ïîëóœàþò
ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèïîëüíîìó ïðèáëèæåíèþ.

Ïîìèìî ïåðåõîäîâ â ýëåêòðèœåñêîì äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò ïðîèñõîäèòü ïåðåõîäû
ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîé êîìïîíåíòû ñâåòîâîé âîëíû. Â òàêîì ñëóœàå, ïåðâûé íåíóëåâîé
ýëåìåíò ñîäåðæèò ìàãíèòíûé äèïîëü

e

2mc
rQ × pQ , òàêèå ïåðåõîäû íàçûâàþòñß ìàãíèòíûìè

äèïîëüíûìè.

Â îáùåì ñëóœàå, ðàçðåøĳííûå ýëåêòðèœåñêèå äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ (èõ èíòåíñèâíîñòü
âûøå, œåì ó ìóëüòèïîëüíûõ è ìàãíèòíûõ äèïîëüíûõ) îïðåäåëßþòñß íåïðèâîäèìûìè
ïðåäñòàâëåíèßìè êîìïîíåíò âåêòîðà ñäâèãà (x, y, z) è ïîâîðîòà (Rx, Ry, Rz).

1. Ýòî ñëåäóåò èç ñîïðßæĳííîñòè îïåðàòîðîâ èìïóëüñà è êîîðäèíàòû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
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Â äàëüíåéøåì ðåœü áóäåò èäòè î ÈÊ- è ÊÐ-àêòèâíûõ êîëåáàíèßõ. Äëß íåëèíåéíîé ìîëåêóëû,
êàê ëåãêî çàìåòèòü, ìîæåò íàáëþäàòüñß 3N – 6 íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé.

Áàçèñíûå ôóíêöèè äëß ïðåäñòàâëåíèé.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì òîœåœíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè D3 è îïðåäåëèì áàçèñíûå ôóíêöèè äëß
íèõ. Äëß ýòîãî íàïèøåì ýëåìåíòû ñèììåòðèè â ìàòðèœíîì âèäå:

R(C3) =





−1

2
− 3

√

2
3

√

2
−1

2



, R(C2(1)) =

(

−1 0
0 1

)

, R(C2(2)) =





1

2
− 3

√

2

− 3
√

2
−1

2



, R(C2(3)) =





1

2

3
√

2
3

√

2
−1

2



.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ëåãêî âèäåòü, áàçèñíûå ôóíêöèè, ïðèâåäĳííûå â òàáëèöå íèæå
ïðåîáðàçóþòñß ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíèßì.

Áàçèñíûå ôóíêöèè, îáîçíàœåííûå Rα îòâåœàþò óãëîâîìó ìîìåíòó âîêðóã îñè α è èìåþò âèä
Rα= βpγ − γpβ. Ïîýòîìó äëß ìíîãèõ ãðóïï (x, y, z) ïðåîáðàçóþòñß íå òàê, êàê (Rx, Ry, Rz),
ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå ïðåîáðàçóþòñß òàêæå êàê àêñèàëüíûé âåêòîð r× p.

Òåïåðü ìû ñïîêîéíî ìîæåì îïðåäåëèòü ÈÊ- è ÊÐ-àêòèâíûå êîëåáàíèß. Äëß ýòîãî íàäî
ðàçëîæèòü ïðåäñòàâëåíèå îòâåœàþùåå 3N − 6 íîðìàëüíûì êîëåáàíèßì íà íåïðèâîäèìûå
êîìïîíåíòû. Çàìåòèì, œòî ïðåäñòàâëåíèå, îòâåœàþùåå âñåì âîçìîæíûì 3N êîëåáàíèßì,
ßâëßåòñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì2 ïðåäñòàâëåíèß ðàçìåðíîñòè N, îòâåœàþùåãî âñåì
âîçìîæíûì ïåðåñòàíîâêàì àòîìîâ ìîëåêóëû ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè è
òðĳõìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèß, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíåíèþ ðàäèàëüíîãî âåêòîðà
(x, y, z) ïîä äåéñòâèåì òîœåœíîé ãðóïïû. Ïîñëåäíåå ïîëóœàåòñß â êàœåñòâå ïðßìîé ñóììû
òåõ ïðåäñòàâëåíèé, äëß êîòîðûõ (x, y, z) ßâëßþòñß áàçèñíûìè. Ñäåëàåì ýòî íà êîíêðåòíûõ
ïðèìåðàõ:

Ïðèìåð 5. Ìîëåêóëà âîäû (H2O). Äàííàß ìîëåêóëà, êàê ìû óæå îáñóæäàëè èìååò
òîœåœíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè C2v.

Òàáëèöà åĳ õàðàêòåðîâ:

2. Ïîäðîáíåå îá ýòîì áóäåò ðàññêàæåíî œóòü íèæå.
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Íåñëîæíî âûïèñàòü òðĳõìåðíîå (ïî œèñëó àòîìîâ) ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå
ïåðåñòàíîâêàì àòîìîâ ýëåìåíòàìè ñèììåòðèè äàííîé ìîëåêóëû, òàêîé ïðåäñòàâëåíèå œàñòî
îáîçíàœàåòñß Γa (èëè Γa.s.)3. Õàðàêòåð äàííîãî ïðåäñòàâëåíèß ñëåäóþùèé:

C2v e C2 σv σv
′

Γa 3 1 3 1

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïðèâîäèìî è ðàñêëàäûâàåòñß â 2A1+B1.

Ïðåäñòàâëåíèå, ïî êîòîðîìó ïðåîáðàçóþòñß âåêòîðû (ñìîòðè òàáëèöó õàðàêòåðîâ âûøå)
èìååò âèä A1+B1+B2.

Çíàœèò, ïðåäñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íîðìàëüíûì êîëåáàíèßì èìååò âèä:

Γa⊗Γvec= (2A1+B1)⊗ (A1+B1+B2)− (A1+B1+B2)− (A2+B1+B2) = (3A1+3B1+2B2+

A2)− (A1+B1+B2)− (A2+B1+B2)= 2A1+B1.

Òåïåðü íåïëîõî áû ïîíßòü, êàê ýòè êîëåáàíèß óñòðîåíû. Îêàçûâàåòñß, òàê:

Œòîáû ïîëóœèòü ñàìè êîëåáàíèß íàäî âîñïîëüçîâàòüñß ïðîåêöèîííûì îïåðàòîðîì – PΓi
(·)=

1

|G|
∑

g∈G χgRg(·). Òàêèå îïåðàòîðû âûäåëßþò èç ïðåäñòàâëåíèß Γ ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ

àòîìíûõ ñìåùåíèé, ïðåîáðàçóþùèõñß ïî ïðåäñòàâëåíèþ Γi. Ýòè îïåðàòîðû äåéñòâèòåëüíî
ßâëßþòñß ïðîåêòîðàìè â îáûœíîì ïîíèìàíèè, ò.å.

PΓi
PΓj

=PΓj
PΓi

=0 (i� j),

PΓi
PΓi

=PΓi
.

Òàêèì îáðàçîì äëß ìîëåêóëû âîäû ïîëóœàåì òðè êîëåáàíèß (îíè âñå ÈÊ- è Ðàìàí-àêòèâíû).

3. a - atoms, a.s. - atomic sites .
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Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì ìîëåêóëó ýòèëåíà (C2H4), òîœåœíàß ãðóïïà åĳ ñèììåòðèè – D2h.

Â ñëóœàå ýòèëåíà ëåãêî ïîëóœèòü, œòî

D2h e C2
z C2

y
C2
x i σxy σxz σyz

Γa⊗Γvec 18 0 0 −2 0 6 2 0

Âûœèòàß, êîëåáàíèß îòâåœàþùåå ïåðåìåùåíèþ è âðàùåíèþ ìîëåêóëû êàê öåëîãî èìååì
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

D2h e C2
z C2

y
C2
x i σxy σxz σyz

Γ 12 2 2 0 0 6 2 0
,

ðàñêëàäûâàß êîòîðîå ïî íåïðèâîäèìûì êîìïîíåíòàì ïîëóœèì Γ=3ag+2b1g+ b2g+au+ b1u+
2b2u+2b3u.

Ñîîòâåòñòâóþùèå êîëåáàíèß èìåþò âèä:

Â îáùåì ñëóœàå, ìîæíî íå âûïèñûâàòü ïðåäñòàâëåíèå Γvec, à ñìîòðåòü, íà êàêèõ ýëåìåíòàõ
ñèììåòðèè ëåæàò ðàçëèœíûå àòîìû, à çàòåì, èñïîëüçóß òàáëèöó íèæå è óœèòûâàß œèñëî
ñîõðàíßåìûõ àòîìîâ âûïèñûâàòü ïðåäñòàâëåíèå âñåõ êîëåáàíèé.

Í. Êóðíîñîâ, Òåîðèß ãðóïï â ôèçèêå è õèìèè, Äóáíà, 20-31 èþëß 2013

Ëåêöèß 2, 22.07.2013



Âûøå øëà ðåœü î ïðîèçâåäåíèè ïðåäñòàâëåíèé V è W – ýòî ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå çàäàĳòñß
íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ V ⊗W ôîðìóëîé

(ρ⊗ τ )g(v⊗w)= ρgv⊗ τgw,

äëß âñåõ g ∈G, v∈V ,w ∈W . Âàæíûì ñâîéñòâîì ýòîé êîíñòðóêöèè, êîòîðûì ìû óæå óñïåëè
âîñïîëüçîâàòüñß, ßâëßåòñß òî, œòî õàðàêòåð ïðîèçâåäåíèß ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðîâ
(ìäëß ýòîãî äîñòàòîœíî çàìåòèòü, œòî ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèß ðàçáèâàåòñß íà êëåòêè, â
êàæäîé èç êîòîðûõ ñòîèò ýëåìåíò (R(ρg))ij ·R(τg)).
Ëèíåéíàß êîìáèíàöèß àòîìíûõ îðáèòàëåé (ËÊÀÎ)

Åñëè ó íàñ åñòü ìîëåêóëà, òî îðáèòàëè îòäåëüíûõ àòîìîâ âçàèìîäåéñòâóþò, äàâàß
õèèìèœåñêóþ ñâßçü, ïðè ýòîì îáðàçóþòñß íîâûå îðáèòàëè, ïðè ýòîì îðáèòàëè ðàçíîé
ñèììåòðèè íå âçàèìîäåéñòâóþò. Â ýòîì ðàçäåëå ìû óâèäèì, êàê ñ ïîìîùüþ òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï ïîëóœàòü ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè â êàœåñòâå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
àòîìíûõ. Ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè, îáðàçóþùèåñß â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèß àòîìíûõ,
îáëàäàþò ðàçíîé ýíåðãèåé. Òàê pz äâóõ àòîìîâ óãëåðîäà â ìîëåêóëå ýòèëåíà äàþò äâóìåðíîå
ïðåäñòàâëåíèå, ðàñïàäàþùèåñß â ñóììó äâóõ íåïðèâëäèìûõ îäíîìåðíûõ - b1u è b2g.

Ïðè ýòîì íåñëîæíî çàìåòèòü (íàïðèìåð, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîåêöèîííûì îïåðàòîðîì), œòî

ψ(b1u)=
1

2
√ (ϕ1+ ϕ2), ψ(b2g)=

1

2
√ (ϕ1− ϕ2),

ãäå ϕi – àòîìíûå pz− îðáèòàëè äâóõ óãëåðîäîâ.

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì ìîëåêóëó áåíçîëà (D6h ñèììåòðèß).

Ðàññìîòðèì, êàê âçàèìîäåéñòâóþò pz îðáèòàëè àòîìîâ óãëåðîäà, ñ îáðàçîâàíèåì
íîâûõ ìîëåêóëßðíûõ îðáèòàëåé, äëß ýòîãî â íàœàëå ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóþòñß
äàííûå îðáèòàëè ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè íàøåé òîœåœíîé ãðóïïû, à ïîòîì
ïîëóœèâøååñß ïðåäñòàâëåíèå ðàçëîæèì íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû.

Òàáëèöà õàðàêòåðîâ ãðóïïû D6h ïîëóœàåòñß èç òàáëèöû õàðàêòåðîâ D6.

Ïîäðîáíåå î ïîñòðîåíèè òàáëèöû õàðàêòåðîâ äëß ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ñ öèêëèœåñêîé
âòîðîãî ïîðßäêà ãîâîðèëîñü íà ëåêöèè.

Òåïåðü, íåññëîæíî çàïèñàòü, êàê âûãëßäèò òàáëèöà õàðàêòåðîâ äëß íàøåãî ïðåäñòàâëåíèß Γ
(ñîâïàäàþùåãî ñ Γa.s.):

D6h e C6
1,2 C3

1,2 C2 3C2
′ 3C2

′′ σh 2S6 2S3 i 3σv 3σd
Γ 6 0 0 0 2 0 −6 0 0 0 2 0
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Òîãäà Γ=A2u+B2g+E1g+E2u. Òåïåðü çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè:

ψ(a2u)=
1

6
√ (ϕ1+	 + ϕ6),

ψ1(e1g)=
1

2
(ϕ1+ ϕ2− ϕ4− ϕ5),

ψ2(e1g) =
1

2 3
√ (ϕ1− ϕ2− 2ϕ3− ϕ4+ ϕ5+2ϕ6),

ψ1(e2u)=
1

2
(ϕ1− ϕ2+ ϕ4− ϕ5),

ψ2(e2u) =
1

2 3
√ (ϕ1+ ϕ2− 2ϕ3+ ϕ4+ ϕ5− 2ϕ6),

ψ(b2g)=
1

6
√ (ϕ1− ϕ2+ ϕ3− ϕ4+ ϕ5− 2ϕ6).

Ïîëóœèòü ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîäåéñòâóåì ïðîåêòîðîì
íà çàäàííóþ îðáèòàëü ϕ1 (ìîæíî è äðóãóþ) è ïîëóœèì ñóììó îðáèòàëåé, ìåíßþùóþñß
ïî ñîîòâåòñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ, â ñëóœàå äâóìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé íåîáõîäèìî
äåéñòâîâàòü îïåðàòîðîì ïðîåêöèè íà äâå ðàçíûå îðáèòàëè – à çàòåì ñèììåòðèçîâàòü èõ:

ψ1,2(e)=
1

2
√ (Pe(ϕ1)±Pe(ϕ2)).

Ïîëóœàþùèåñß ìîëåêóëßðíûå îðáèòàëè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå íèæå:
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