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ÄÂÀ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß �ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÀ È ÑÈÍÀß
Ýíòðîïèÿ äèñêðåòíîé ìåðû:

H(µ) = −
∑

i

pi log pi . µ = (p1 . . . )

Ïóñòü T - ïðåîáðàçîâàíèå ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé
ðåàëèçîâàííîå, êàê ñäâèã â ïðîñòðàíñòâå äâóñòîðîííèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ, ò.å., êàê ñëó÷àéíûé
ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ; ðàçáèåíèå ζ � "ïðîøëîå"ïðîöåññà.
Kîëìîãîðîâ: H(ζ | T−1ζ) - óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ (èíôîðìàöèÿ)
íà îäèí øàã. "ïðîøëîå"
Ñèíàé: T òî æå ñàìîå â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé, ξ
êîíå÷íîå ðàçáèåíèå; T ξ, T 2ξ . . .T n−1ξ - T -îáðàçû ξ,

n−1∨

i=0

T iξ ≡ ξn
T

� ïðîèçâåäåíèå ðàçáèåíèé

lim
H(ξn

T )

n
= h(T , ξ); sup

ξ
h(T , ξ) = h(T ) � ýíòðîïèÿ T

.



ÑËÅÄÑÒÂÈß, ÐÀÇÂÈÒÈÅ ÒÅÎÐÈÈ

Ýíòðîïèÿ � ìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò: h(T ) = h(STS−1)
Tµ - ñäâèã Áåðíóëëè ñ îäíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
µ = {p1, p2 . . . pn}; h(T ) = H(µ) =

∑
i pi log pi

Ä.Îðíøòåéí 1.

H(µ1) = H(µ2) V Tµ2 = STµ1S
−1.

Ñäâèãè Áåðíóëëè ðàñêëàññèôèöèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ýíòðîïèè.
2.Ýíòðîïèÿ íå åäèíñòâåííûé èíâàðèàíò
"õàîòè÷åñêèõ"ïðåîáðàçîâàíèé (Ê-ñèñòåì, Ê-àâòîìîðôèçìîâ):
ñóùåñòâóåò êîíòèííóì ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ñ îäèíàêîâîé
ýíòðîïèåé. (K-àâòîìîðôèçìû - àâòîìîðôèçìû ñ âïîëíå
ïîëîæèòåëüíîé ýíòðîïèåé èëè êîëìîãîðîâñêèå)



Êîëìîãîðîâñêàÿ ýíòðîïèÿ áóêâàëüíî íå äåôîðìèðóåìà

Theorem
Ïóñòü limn

cn
n = 0, à T - ïðîèçâîëüíîå ýðãîäè÷åñêîå

ïðåîáðàçîâàèå. (íàïðèìåð, èððàöèîíàëüíîå âðàùåíèå
îêðóæíîñòè). Ñóùåñòâóò òàêîå êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ξ, ÷òî

lim
H(ξn

T )

cn
= +∞.

ò.å. ïðè ñóáëèíåéíîì ðîñòå áóêâàëüíî íîâîãî èíâàðèàíòà íåò.
ÏÎ×ÅÌÓ? Íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû ðàçáèåíèå ξn

T ìîæåò
áûòü î÷åíü ìåëêèì.



Èäåÿ ýïñèëîí-ýíòðîïèèè
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Hε(ξ) = inf
A:µA>1−ε

H(ξ |A)

è
hT (ξ, n, ε) = Hε(ξ

n
T )

Êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {cn} íàçîâåì
ìàñøòàáèðóþùèì (scaling) äëÿ ýðãîäè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
T , åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ ξ

lim
ε→0

lim sup
n

hT (ξ, n, ε)

cn
< ∞

è ñóùåñòâóþò òàêèå ξ, ÷òî

lim
ε→0

lim inf
n

hT (ξn, ε)

cn
> 0.

(âñå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn} ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé
ïðè n →∞).



Ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ

Theorem
Ìàñøòàáèðóþùèé êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ äàííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü ìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îí ìîæåò ðàçëè÷åòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ íóëåâîé êîëìîãîðîâñêîé
ýíòðîïèåé. Êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {cn} ∼ {n} îòâå÷àåò
êîëìîãîðîâñêîé ýíòðîïèè.
Èíîãäà ìîæíî âûáðàòü â êëàññå ýêâèâàëåíòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàêóþ-òî îäíó äëÿ âñåõ ïðåáðàçîâàíèå ñ
ýòèì êëàññîì, è òîãäà ìû ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå èíâàðèàíòà -
÷èñëî, íàçûâàåìîå ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèåé.



Ïðèìåðû

1)Êîëìîãîðîâñêàÿ ýíòðîïèÿ - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn} ∼ {n}.
2)Êëàññ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé - sup cn < ∞ -
ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿì ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.
Èçîìåòðèè êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï. (S.Ferenci, câÿçü ñ
ýíòðîïèåé Êèðèëëîâà-Êóøíèðåíêî).
3)Ïîòîê îðèöèêëîâ {cn} ∼ {(log n)k} (Ì.Ratner, À.Êóøíèðåíêî)
4)Àäè÷åñêèé àâòîìîðôèçì; àâòîìîðôèçì Ïàñêàëÿ, Þíãà...???



Äîïóñòèìûå (ïîëó)ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé.

Êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îïðåäåëÿåò ïîëóìåòðèêó.
ρξ(x , y) =
δC(x),C(y), C (x)−− ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ ñîäåðæàùèé x ,
ρξn

T
= supn−1

i=0 ρT iξ

Ââåäåì ïîíÿòèå äîïóñòèìîé (ïîëó)ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâå ñ
ìåðîé (ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà).
1.Ìåòðèêà ρ(., .) - èçìåðèìà êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðìåííûõ,
2.Ïðîñòðàíñòâî (X , ρ) -êâàçèêîìïàêò. Êëàññû mod 0
ñîâïàäàþùèõ ìåòðèê.
R - êîíóñ (êëàññîâ) äîïóñòèìûõ ìåòðèê, çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
âçÿòèÿ ñóïðåìóìîâ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìåòðèê.
Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ìåðó, äåéñòâóåò íà
êîíóñå R.
Äèíàìèêà ìåòðèê è åå àñèìïòîòèêà. Ýíòðîïèÿ è
ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ èíâàðèàíòû.



Ýïñèëîí-ýíòðîïèÿ ìåð â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
De�nition
(Êîëìîãîðîâ) Ïóñòü µ - âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà â
ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X , ρ). Ôóíêöèÿ
H(ρ, µ, ε) = inf{H(ν) : kρ(µ, ν) < ε}, ãäå ν - ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ ìåð, à kρ - ðàññòîÿíèå Êàíòîðîâè÷à
ìåæäó ìåðàìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X , ρ).
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòðèê:

ρn
T =

n−1
sup
i=0

T iρ (T iρ)(x , y) = ρ(T ix , T iy)

èëè

ρn
T =

1

n

n−1∑

i=0

T iρ

è ò.ä.
Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòðèê.



Áîëåå ãëóáîêèé âçãëÿä íà ýíòðîïèþ è
ìàñøòàáèðîâàííóþ ýíòðîïèþ.

Ðàññìîòðèì ìàñøòàáèðîâàíèå ïðåäåëîâ ýïñèëîí-ýíòðîïèè, ò.å.
êëàññû òàêèõ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë {cn}, ÷òî
âûïîëíåíî óñëîâèå

0 < lim
ε→0

lim inf
n

H(ρn
T , µ, ε)

cn
≤ lim

ε→0
lim sup

n

H(ρn
T , µ, ε)

cn
< ∞.

Theorem
Ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ ýðãîäè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà T
Êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {cn}), óäîâëåòâîðÿþùèõ
íàïèñàííîìó óñëîâèþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ìåòðèêè íå
çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé ìåòðèêè ρ, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ: 3.(X , ρ, T ) -
òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâåí. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë äëÿ
âûðàæåíèÿ âûøå, ïðè íåêîòîðîì êàíîíè÷åñêîì âûáîðå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, òî îí
íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèåé àâòîìîðôèçìà.



Äèíàìèêà ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ è àñèìïòîòèêà
äèíàìèêè ìåòðèê

Òàêèì îáðàçîì, ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ åñòü
àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò äèíàìèêè ìåòðèê. Ýíòðîïèè -
ïðîñòåéøèé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò
äèíàìèêè ìåòðèê.
Ýíòðîïèè õàðàêòåðèçóþò ðîñò "ðàçìåðíîñòè"êîìïàêòà.
Äðóãèå èíâàðèàíòû - ðåãóëÿðíîñòü ðîñòà (very weak),
íåáåðíóëëèåâñêèå Ê-ñèñòåìû



Äðóãàÿ äèíàìèêà ìåòðèê: ýíòðîïèè ôèëüòðàöèé.

Ôèëüòðàöèÿ: óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ-àëãåáð.
Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
"ïðîøëûõ"{T−nA}, n = 0, 1, . . . , ãäå A -T -èíâàðèàíòíàÿ
σ-àëãåáðà T−1A ⊂ A. Ýðãîäè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèÿ ïî
îïðåäåëåíèþ èìååò òðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå.
Åñëè T - ñäâèã Áåðíóëëè, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèëüòðàöèÿ
(îíà ýðãîäè÷íà ïî çàêîíó 0− 1 Êîëìîãîðîâà) íàçûâàåòñÿ
ñòàíäàðòíîé. Ñóùåñòâóþò ýðãîäè÷åñêèå ôèëüòðàöèè, ôèíèòíî
èçîìîðôíûå, íî íå èçîìîðôíûå áåðíóëëèåâñêîé.



ïðîäîëæåíèå
Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùàÿ äèíàìèêà
(ïîëó)ìåòðèê, ïîðîæäåííàÿ ôèëüòðàöèåé Ðàññìîòðì
äîïóñòèìóþ ìåòðèêó ρ íà ïðîñòðàíñòâå (X , µ) è áóäåì åå
èòåðèðîâàòü ïî Êàíòîðîâè÷ó.
Ïåðåéäåì îò ôèëüòðàöèè σ-àëãåáð ê (óáûâàþùåé) ôèëüòðàöèè
ðàçáèåíèé ξ1 Â ξ2 Â . . .

ρ0 = ρ; ρ1(x , y) = kρ1(µ
C1(x), µC1(y)), . . .

ρm(x , y) = kρm−1(µ
Cm , µC

m(y)) . . . ,

ãäå m(x) ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ ξm, ñîäåðæàùèé òî÷êó x , µC -
óñëîâíàÿ ìåðà íà ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ C , è kρ(., .) ìåòðèêà
Êàíòîðîâè÷à ìåæäó ìåðàìè íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ
ìåðîé (X .µ), ρ.
{ρm}.m = 0 . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëóìåòðèê íà (X , µ) â åå
òåðìèíàõ ìîæíî, ïîâèäèìîìó âûðàçèòü âñå èíâàðèàíòíûå
ñâîéñòâà ôèëüòðàöèè.



Ïðèìåðû
Êðèòåðèé ñòàíäàðòíîñòè.
1)(Âåðøèê, 1970) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðèê ñòðåìèòñÿ ê
âûðîæäåííîé ìåòðèêå (ïðîñòðàíñòâî ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôèëüòðàöèÿ ñòàíäàðòíà. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòðèê
ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáîé ðàñòóùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn}.
2)(Rudolf-Heilenken-Hofman, Âåðøèê-À.Ãîðáóëüñêèé)
Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ ñëó÷àéíîé ñðåäå.
Zd -ðåøåòêà, ðàññìîòðèì ïðîñòîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà
(0− 1)-êîíôèãóðàöèÿõ íà ðåøåòêå. Çàäàí ìàðêîâñêèé ïðîöåññ.
Ïðè d = 1 ýòî íåáåðíóëëèåâñêèé K -àâòîìîðôèçì (Êàëèêîâ).
Ïðè d = 2 -? Ïðè d > 2 - áåðíóëëèåâñêèé. Êàêîâà ôèëüòðàöèÿ
ïðîøëûõ?
Ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ ïîëîæèòåëüíà ïðè ðîñòå cn = n

d
2 .

Ñëåäñòâèå. Ïðè ðàçíûõ d ôèëüòðàöèè íåèçîìîðôíû, è ïîýòîìó
íåëüçÿ ïåðåêîäèðîâàòü îäèí ïðîöåññ â äðóãîé ñ ñîõðàíåíèå
ïðîøëîãî áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè.


