
�¨¨±²¥°±²¢® ®¡° §®¢ ¨¿ �®±±¨©±ª®© �¥¤¥° ¶¨¨� ª²-�¥²¥°¡³°£±ª ¿ £®±³¤ °±²¢¥ ¿ «¥±®²¥µ¨·¥±ª ¿ ª ¤¥¬¨¿ ¨¬¥¨ �. �. �¨°®¢ �.�.�®¢¿£¨�±·¨±«¥¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ�. �. �¥©¡¨¶  ¢ ±®¢°¥¬¥®¬ ¨§«®¦¥¨¨,¨«¨ �¢¥¤¥¨¥ ¢ ¥±² ¤ °²»©   «¨§ �. �®¡¨±® �§¤ ¨¥ ¢²®°®¥, ¤®¯®«¥®¥ ¨ ¨±¯° ¢«¥®¥

� ª²-�¥²¥°¡³°£ 2004



��� 517.11� 68�®¢¿£¨ �. �. �±·¨±«¥¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ �. �. �¥©¡¨¶  ¢ ±®¢°¥-¬¥®¬ ¨§«®¦¥¨¨, ¨«¨ �¢¥¤¥¨¥ ¢ ¥±² ¤ °²»©   «¨§ �. �®¡¨±® .{ � ª²-�¥²¥°¡³°£: ���, 2004 { 115 ±.ISBN 5-89804-018-8�«. 6. �¨¡«¨®£°. 28  §¢.� ¬®®£° ´¨¨ ¨§« £ ¥²±¿ ±¯®±®¡ ®¡®±®¢ ¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®-¥·® ¬ «»µ ·¨±¥«, ®±®¢ »©   ¯®¿²¨¨ ¤¢³§ ·®© ¬¥°». �°®¬¥ ²®£®, ¯°¥¤« -£ ¥²±¿  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤ ª ¯®¿²¨¾ ° ±¸¨°¥®© ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®©, ±®¤¥°¦ -¹¥© ª ª ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥, ² ª ¨ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¥ ·¨±« . �§« £ ¥²±¿ ¬¥²®¤®«®£¨¿¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿ ®±®¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®   «¨§  "¢ ¤³µ¥ ®±®¢®¯®«®¦¨ª®¢" {   ¿§»ª¥ ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ.�¨£  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«¥§  ±²³¤¥² ¬ ¨  ±¯¨° ² ¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ´ ª³«¼²¥²®¢³¨¢¥°±¨²¥²®¢ ¨ ¯¥¤ £®£¨·¥±ª¨µ ¢³§®¢,   ² ª¦¥ ³·¨²¥«¿¬ ¸ª®« ¨ ¯°¥¯®¤ ¢ ²¥«¿¬¢»±¸¨µ ¨ ±°¥¤¨µ ³·¥¡»µ § ¢¥¤¥¨©.�¥· ² ¥²±¿ ¯® ¯®±² ®¢«¥¨¾ °¥¤ ª¶¨®®-¨§¤ ²¥«¼±ª®£® ±®¢¥²  �»ª²»¢ª °±ª®-£® «¥±®£® ¨±²¨²³² . � ¥ ¶ ¥  § ¥  ² » :ª ¤¨¤ ² ´¨§¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ  ³ª, ¤®¶¥² �. �. � ¬®°®¤¨¶ª¨© (�»ª²»¢-ª °±ª¨© £®±³¤ °±²¢¥»© ³¨¢¥°±¨²¥²),ª ´¥¤°  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®   «¨§  �®¬¨ £®±³¤ °±²¢¥®£® ¯¥¤ £®£¨·¥±ª®£® ¨-±²¨²³² ISBN 5-89804-018-8 c�. �. �®¢¿£¨, 2004



�£« ¢«¥¨¥�°¥¤¨±«®¢¨¥ 5�« ¢  1. �°¥¤¢ °¨²¥«¼»¥ § ¬¥· ¨¿ 7x1.1. �¥°¬¨®«®£¨¿ ¨ ®¡®§ ·¥¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7x1.2. �®£¨·¥±ª¨¥ ¯®¿²¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8x1.3. �¥ª®²®°»¥  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ¯®¿²¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9x1.4. � «¨§ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10x1.5. �¨ «¥ª²¨ª  ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11x1.6. �°¨¶¨¯ ° ±¸¨°¥¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18�« ¢  2. �¥±² ¤ °²®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ 22x2.1. �¥°» ¨ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22x2.2. �¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±«  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28x2.3. �°¨´¬¥²¨ª  ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32x2.4. �  µ®¢ ¯°¥¤¥« . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35x2.5. �°¨¶¨¯ �¥©¡¨¶  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37x2.6. �®°¿¤ª¨ ¬ «®±²¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42�« ¢  3. �±®¢»   «¨§  45x3.1. �¥¯°¥°»¢®±²¼ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45x3.2. �¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ¨±·¨±«¥¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.2.1. �¨´´¥°¥¶¨ « . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.2.2. �ª¢¨¢ «¥²»¥ ´³ª¶¨¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.2.3. �¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¼ ´³ª¶¨¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503.2.4. �° ¢¥¨¥ ª ± ²¥«¼®© . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 513.2.5. �±®¢»¥ ²¥®°¥¬» ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ¨±·¨±«¥¨¿ . . . . . . . . . 52x3.3. �²¥£° « . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 543.3.1. �¯°¥¤¥«¥¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 543.3.2. �±®¢»¥ ±¢®©±²¢  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 563.3.3. �«¨  ¤³£¨ ª°¨¢®© . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 573.3.4. �¥±®¡±²¢¥»¥ ¨²¥£° «» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58



4 ����������3.3.5. �¥®¯°¥¤¥«¥»© ¨²¥£° « . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58x3.4. �¥®°¨¿ ¯°¥¤¥«®¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.4.1. �°¥¤¥« ´³ª¶¨¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.4.2. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¨ °¿¤» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62x3.5. �° ¤¨¶¨®»© ¯®¤µ®¤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64x3.6. �¥²®¤¨·¥±ª¨¥ § ¬¥· ¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65x3.7. �³ª¶¨¨ ¬®£¨µ ¯¥°¥¬¥»µ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68�« ¢  4. �¨±«®¢»¥ ±¨±²¥¬» 70x4.1. �³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ²¥¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70x4.2. �¨¯¥° ²³° «¼»¥ ·¨±«  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71x4.3. �¥«»¥ ¨ £¨¯¥°¶¥«»¥ ·¨±«  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75x4.4. � ¶¨® «¼»¥ ·¨±«  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80x4.5. �¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±«  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84x4.6. �¨¯¥°ª®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89x4.7. � ª«¾·¨²¥«¼»¥ § ¬¥· ¨¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90�« ¢  5. �¥®°¥²¨ª®-¬®¤¥«¼»© ¯®¤µ®¤ 91x5.1. �¥®°¨¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92x5.2. �®¿²¨¥ ¬®¤¥«¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97x5.3. �®¡ ¢«¥¨¥ ®¢»µ ±¨¬¢®«®¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102x5.4. �°¨¶¨¯ ¯¥°¥®±  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103�¨²¥° ²³°  108�ª § ²¥«¼ ¨¬¥ 111�ª § ²¥«¼ ²¥°¬¨®¢ 113
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x1.1. �¥°¬¨®«®£¨¿ ¨ ®¡®§ ·¥¨¿� ¤ ®© ° ¡®²¥ ¬» ±²®¨¬   ¯®§¨¶¨¿µ  ¨¢®© ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢, ®¤ ª® ¢±¥ ¸¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¨ ¯®±²°®¥¨¿ ¬®¦® ±²°®£® ´®°¬ «¨§®¢ ²¼ ¨ ¢ «¾¡®©  ª±¨®¬ ²¨-·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢ ± ª« ±±¨·¥±ª®© «®£¨ª®©.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®¤ ¯®¿²¨¥¬ ¬®¦¥±²¢® ¬» ¯®¤° §³¬¥¢ ¥¬ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¯°¥¤-¬¥²®¢ ¯°®¨§¢®«¼®© ¯°¨°®¤», ±·¨² ¿, ²¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ·²® ½«¥¬¥² ¬¨ ¬®¦¥±²¢ ¿¢«¿-¾²±¿ ² ª¦¥ ¬®¦¥±²¢ . (� ª²¨·¥±ª¨ ¬» ° ±±³¦¤ ¥¬ ¢ ³¨¢¥°±³¬¥ ´® �¥©¬  ,ª®²®°»© ±²°®¨²±¿ °¥ª³°±¨¢®, ¨±µ®¤¿ ¨§ ¯³±²®£® ¬®¦¥±²¢  ¯³²¥¬ ®¡° §®¢ ¨¿  ª ¦¤®¬ ²° ±´¨¨²®¬ ¸ £¥ ¬®¦¥±²¢  ¯®¤¬®¦¥±²¢.)�±«¨ a ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥²®¬ ¬®¦¥±²¢  A, ²® ¬» ¯¨¸¥¬ a 2 A, ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥{ a =2 A. �±«¨ ª ¦¤»© ½«¥¬¥² ¬®¦¥±²¢  A ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®¢°¥¬¥® ½«¥¬¥²®¬ ¬®-¦¥±²¢  B, ²® ¬», ª ª ®¡»·®, ±·¨² ¥¬, ·²® A { ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¬®¦¥±²¢  B ¨ ¯¨¸¥¬A � B, ¥ ¨±ª«¾· ¿ ±«³· ¿ A = B. �°¨ ½²®¬ A = B ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ®¤®¢°¥¬¥® A � B ¨ B � A.�²®±¨²¥«¼® ²¥®°¥²¨ª®-¬®¦¥±²¢¥»µ ®¯¥° ¶¨© ¬» ¯®«¼§³¥¬±¿ ±² ¤ °²»¬¨®¡®§ ·¥¨¿¬¨: [; \; n ¤«¿ ®¡º¥¤¨¥¨¿, ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¨ ° §®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢¥®.�³ª¶¨¿ (±¨®¨¬ { ®²®¡° ¦¥¨¥) { ½²® ¯° ¢¨«®, ¯® ª®²®°®¬³ ¥ª®²®°»¬ ½«¥-¬¥² ¬ ¬®¦¥±²¢  A ®¤®§ ·® ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ (¥¤¨±²¢¥»©) ½«¥¬¥² ¬®¦¥±²¢ B. �» £®¢®°¨¬ ² ª¦¥, ·²® ´³ª¶¨¿ f ¤¥©±²¢³¥² ¨§ A ¢ B ¨ ¯¨¸¥¬ f : A �! B.�¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ´³ª¶¨¨ f ¬»  §»¢ ¥¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢® domf � A, ±®-±²®¿¹¥¥ ¨§ ²¥µ (¨ ²®«¼ª® ²¥µ) ½«¥¬¥²®¢,   ª®²®°»¥ ¤¥©±²¢³¥² ´³ª¶¨¿, ²® ¥±²¼domf = fa 2 A : f(a) ®¯°¥¤¥«¥®g. �®¦¥±²¢®¬ § ·¥¨© ´³ª¶¨¨ f  §®¢¥¬



8 ����� 1. ��������������� ���������¬®¦¥±²¢® (¯®¤¬®¦¥±²¢® B), ®¯°¥¤¥«¥®¥ ° ¢¥±²¢®¬ rngf = ff(a) : a 2 domfg.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²®, ·²® · ±²®  §»¢ ¾² · ±²¨·»¬¨ ´³ª¶¨-¿¬¨.�±¥ ¯®¿²¨¿, ª®²®°»¥ ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ¢ ° ¡®²¥, ª°®¬¥ ®±®¢»µ ¯®¿²¨©  «£¥¡°»¨   «¨§ , ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢ ²®¬ ¬¥±²¥, £¤¥ ®¨ ¯®¿¢«¿¾²±¿.�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ·¨² ²¥«¼ ¢ ¤®±² ²®·®© ±²¥¯¥¨ ¢« ¤¥¥² ®±®¢»¬¨ ¬ ²¥-¬ ²¨·¥±ª¨¬¨ ¯®¿²¨¿¬¨ ¢ ®¡º¥¬¥, ª®²®°»© ®¡»·®  ·¨²»¢ ¥²±¿ ª ²°¥²¼¥¬³ ª³°±³¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ´ ª³«¼²¥²®¢ ³¨¢¥°±¨²¥²®¢. �°®¬¥ ²®£®, ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ³ ·¨-² ²¥«¿ ¤®±² ²®·³¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª³¾ ª³«¼²³°³ ¨ ¦¥« ¨¥ ¯°®¤¥« ²¼ ¥®¡µ®¤¨¬³¾¤®¯®«¨²¥«¼³¾ ° ¡®²³, ¢ · ±²®±²¨ ¯® °¥¸¥¨¾ ³¯° ¦¥¨©, ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¥-®²º¥¬«¥¬®© · ±²¼¾ ¨§«®¦¥¨¿.�² ¤ °²»¥ ¬®¦¥±²¢   ²³° «¼»µ, ¶¥«»µ, ° ¶¨® «¼»µ, ¢¥¹¥±²¢¥»µ ¨ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥« ¬» ®¡®§ · ¥¬ N; Z; Q; R ¨ C ±®®²¢¥²±²¢¥®. �®«¼ ¡¥§®£®¢®°®·-® ®²®±¨²±¿ ª  ²³° «¼»¬ ·¨±« ¬. �¬¥¾²±¿ ¥±²¥±²¢¥»¥ ¢«®¦¥¨¿ N �! Z�!Q �! R �! C , ±®µ° ¿¾¹¨¥  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¨, £¤¥ ¢®§¬®¦¥, ¯®°¿¤®ª.x1.2. �®£¨·¥±ª¨¥ ¯®¿²¨¿�±¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¬®£³² ¡»²¼ ±´®°¬³«¨°®¢ »   ¥ª®²®°®¬ ±¯¥-¶¨´¨·¥±ª®¬ ¿§»ª¥ { ¿§»ª¥ «®£¨ª¨. �» ®²«®¦¨¬ ±²°®£®¥ ¨§«®¦¥¨¥ «®£¨ª¨ ¤® ¯®-±«¥¤¥© £« ¢»,   ±¥©· ± ¢¢¥¤¥¬ ¥ª®²®°»¥ ¢ ¦»¥ ¯®¿²¨¿, ¡¥§ ª®²®°»µ ¨§«®¦¥¨¥®¡®±®¢ ¨¿ ¨±·¨±«¥¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¡»«® ¡» § ²°³¤¨²¥«¼®.�®-¯¥°¢»µ, ¢±¿ª®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ± ¯®¬®¹¼¾ ¥ª®²®°»µ ±¯¥-¶¨ «¼»µ § ·ª®¢ { ° ¢¥±²¢ , ¥° ¢¥±²¢ , § ª®¢ ²¥®°¥²¨ª®-¬®¦¥±²¢¥»µ ®¯¥° -¶¨©, ¢®-¢²®°»µ, ¢±¿ª®¥ ±¢®©±²¢® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¡º¥ª²  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±²¨»¬ ¨«¨«®¦»¬.�-²°¥²¼¨µ, ° §«¨·»¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¬®¦® ª®¬¡¨¨°®¢ ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±®¾§®¢ "¨","¨«¨", ®²°¨¶ ¨¿ ³²¢¥°¦¤¥¨¿. �°®¬¥ ²®£®, ¨§ ®¤¨µ ³²¢¥°¦¤¥¨© ±«¥¤³¾² ¤°³£¨¥ {¨§ ¯®±»«ª¨ (³±«®¢¨¿) ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥² ¥¥ § ª«¾·¥¨¥.�»¸¥±ª § ®¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ § ¯¨±»¢ ²¼ ±¢®©±²¢  ¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ±¯®¬®¹¼¾ § ·ª®¢, ª ª ¨ ±°¥¤±²¢  ®¡° §®¢ ¨¿ ®¢»µ ³²¢¥°¦¤¥¨© ¨§ ° ¥¥ ¯®±²°®-¥»µ. �³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ±¢®©±²¢  ¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¡³ª¢ ¬¨ £°¥·¥±ª®£®  «´ ¢¨²  ';  ¨ ¤°³£¨¬¨. �±«¨ ¥ª®²®°»©  ¡®° ®¡º¥ª²®¢ fx1; x2; : : : ; xng ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±¢®©±²¢³', ²® ¥±²¼ ½²® ±¢®©±²¢® (¨«¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¥) ¨±²¨® ¤«¿ ½²¨µ ®¡º¥ª²®¢, ²® ¬» ¯¨¸¥¬j= '(x1; x2; : : : ; xn) ¨ £®¢®°¨¬, ·²® '(x1; x2; : : : ; xn) ¨±²¨® (±¯° ¢¥¤«¨¢®). �®¢®°¿²² ª¦¥, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® '(x1; x2; : : : ; xn).�«¿ ¤¢³µ ³²¢¥°¦¤¥¨© (±¢®©±²¢) ' ¨  ·¥°¥§ '& ®¡®§ · ¾² ±¢®©±²¢®, ¨±²¨-®±²¼ ª®²®°®£® ° ¢®±¨«¼  ¨±²¨®±²¨ ®¡®¨µ ±¢®©±²¢ ' ¨  ®¤®¢°¥¬¥®. �²®±¢®©±²¢®  §»¢ ¾² ª®º¾ª¶¨¥© ±¢®©±²¢ ¨ ·¨² ¾² ' ¨  .� «®£¨·® ¤«¿ ±¢®©±²¢ ' ¨  ¢¢®¤¨²±¿ ¯®¿²¨¥ ¤¨§º¾ª¶¨¨ { ±¢®©±²¢ , ¨±²¨-®±²¼ ª®²®°®£® ®§ · ¥², ·²® µ®²¿ ¡» ®¤® ¨§ ±¢®©±²¢ ' ¨«¨  ±¯° ¢¥¤«¨¢®. �¨§º-¾ª¶¨¿ ®¡®§ · ¥²±¿ ' _  ¨ ·¨² ¥²±¿ ' ¨«¨  .



1.3. ��������� �������������� ������� 9�±«¨ ¨§ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ ' ±«¥¤³¥² ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼  , ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ±¢®©±²¢®"¥±«¨ ', ²®  "  §»¢ ¾² ¨¬¯«¨ª ¶¨¥© ¨ ®¡®§ · ¾² ' �  .�«¿ ®¡° §®¢ ¨¿ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ "¥ '" ¨±¯®«¼§³¾² ®¡®§ ·¥¨¥ :'. �²® ±¢®©±²¢® §»¢ ¾² ®²°¨¶ ¨¥¬ ±¢®©±²¢  '.�±«¨ ±¢®©±²¢  ' ¨  ½ª¢¨¢ «¥²» (° ¢®±¨«¼»), ²® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ § ¯¨±¼ ' �  ,·¨² ¥²±¿ { ' ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤   .1�±«¨ ±¢®©±²¢® ' ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¤«¿ ¢±¥µ (¡¥§ ¨±ª«¾·¥¨¿) ®¡º¥ª²®¢, ²® ¬» ¯¨¸¥¬8x' ¨ £®¢®°¨¬, ·²® "¤«¿ «¾¡®£® x ¨¬¥¥² ¬¥±²® '". �±«¨ ¦¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ' ±¯° ¢¥¤«¨-¢® «¨¸¼ ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ®¡º¥ª²®¢ (µ®²¼ ¨ ¤«¿ ®¤®£® ¥¤¨±²¢¥®£®), ²® ¬» £®¢®°¨¬,·²® "±³¹¥±²¢³¥² x ² ª®©, ·²® '" ¨ ¯¨¸¥¬ 9x'. � ª¨ 8 ; 9  §»¢ ¾²±¿ ª¢ ²®° ¬¨¢±¥®¡¹®±²¨ ¨ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ±®®²¢¥²±²¢¥®.x1.3. �¥ª®²®°»¥  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ¯®¿²¨¿� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¯®¿²¨¿ ¨ ´ ª²»  «£¥¡°». �®«¥¥ ¯®¤°®¡® ½²®¬®¦® ¨§³·¨²¼ ¢ [3].�®«¼¶®¬  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® K ± ¤¢³¬¿ ¡¨ °»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿ ¨³¬®¦¥¨¿, ®¡« ¤ ¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:8x8 y (x+ y = y + x) ;8x8 y8 z (x+ (y + z) = (x+ y) + z) ; 8x8 y8 z (x (yz) = (xy) z) ;9 0 (8x (x+ 0 = x)) ;8x8 y8 z (x (y + z) = xy + xz) ;8x9 y(x + y = 0):�®«¼¶®  §»¢ ¥²±¿ ª®¬¬³² ²¨¢»¬, ¥±«¨ 8x8y(xy = yx).�±«¨ ¢ ª®«¼¶¥ ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² 1 ±® ±¢®©±²¢®¬ 8x(x1 = x), ²® ª®«¼¶®  §»¢ -¥²±¿ ª®«¼¶®¬ ± ¥¤¨¨¶¥©.�®«¼¶® K  §»¢ ¥²±¿ ¶¥«®±²»¬ ¨«¨ ®¡« ±²¼¾ ¶¥«®±²®±²¨, ¥±«¨ 8x8 y(xy = 0 �x = 0 _ y = 0), ²® ¥±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥³«¥¢»µ ½«¥¬¥²®¢ ¥ ° ¢® ³«¾.�®«¼¶® K  §»¢ ¥²±¿ ²¥«®¬, ¥±«¨ ®® ¨¬¥¥² ¥¤¨¨¶³ ¨ 8x(x 6=6= 0 � 9 y(xy = 1)). �®¬¬³² ²¨¢®¥ ²¥«®  §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥¬.�®¤¬®¦¥±²¢® I ª®«¼¶  K  §»¢ ¥²±¿ ¨¤¥ «®¬ («¥¢»¬), ¥±«¨8 i8 j (i 2 I&j 2 I � i+ j 2 I) ¨8 i8x (i 2 I&x 2 K � ix 2 I) :�²®¸¥¨¥¬   ¬®¦¥±²¢¥ X  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¬®¦¥±²¢® R ³¯®°¿¤®-·¥»µ ¯ ° < x; y >, £¤¥ x; y 2 X. �±«¨ < x; y >2 R, ²® ¬» £®¢®°¨¬, ·²® x  µ®¤¨²±¿¢ ®²®¸¥¨¨ R ± y ¨ ¯¨¸¥¬ xRy.1¨±²¨®±²¼ °¥§³«¼² ²®¢ «®£¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©  ¤ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼± ¯®¬®¹¼¾ ² ¡«¨¶ ¨±²¨®±²¨ | ±¬.,  ¯°. [23].



10 ����� 1. ��������������� ����������²®¸¥¨¥ "  §»¢ ¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨, ¥±«¨8x(x"x);8x8 y(x"y � y"x);8x8 y8 z(x"y&y"z � x"z):� ª ¦¤»¬ ½«¥¬¥²®¬ x 2 X ±¢¿¦¥¬ ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ x ¯® ®²®¸¥¨¾ " {¬®¦¥±²¢® [x] = fy 2 X : y"xg.�®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® «¾¡»¥ ¤¢  ª« ±±  ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ «¨¡® ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿,«¨¡® ±®¢¯ ¤ ¾². � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦¥±²¢® ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ X=" ®¡° §³¥²° §¡¨¥¨¥ ¬®¦¥±²¢  X. �²® ¬®¦¥±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ´ ª²®°¬®¦¥±²¢®¬ ¬®¦¥±²¢ X ¯® ®²®¸¥¨¾ ".�±«¨ K { ª®«¼¶®,   I { ¨¤¥ « ¢ ¥¬, ²® ®²®¸¥¨¥x"y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  x� y 2 I¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨  K (¯°®¢¥°¼²¥!). �®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ´ ª²®°¬-®¦¥±²¢® ®¡®§ · ¥²±¿ K=I ¨  §»¢ ¥²±¿ ´ ª²®°ª®«¼¶®¬ ª®«¼¶  K ¯® ¨¤¥ «³ I.� ´ ª²®°ª®«¼¶¥ ¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¢¢®¤¿²±¿  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨:[x][y] = [xy]; [x] + [y] = [x+ y]:�°®¢¥°¼²¥, ·²® ¯°¨ ½²®¬ ´ ª²®°ª®«¼¶® ¡³¤¥² ª®«¼¶®¬, ¯°¨·¥¬ °®«¼ ³«¿ ¨£° ¥² ª« ±±[0] = I,   ¥¤¨¨¶» (¥±«¨ ®  ¡»«  ¢ ¨±µ®¤®¬ ª®«¼¶¥) { ª« ±± [1].�²®¸¥¨¥ �   ¬®¦¥±²¢¥ X  §»¢ ¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ¯®°¿¤ª ,   ¬®¦¥±²¢® X{ ³¯®°¿¤®·¥»¬ ¬®¦¥±²¢®¬, ¥±«¨ 8x(x � x);8x8 y(x � y&y � x � x = y);8x8y8 z(x � y&y � z � x � z):�±«¨ ¤®¯®«¨²¥«¼® 8x8y(x � y _ y � x), ²® ®²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª   §»¢ ¥²±¿«¨¥©»¬,   ¬®¦¥±²¢® X { «¨¥©® ³¯®°¿¤®·¥»¬.�» ¯¨¸¥¬ x � y ¨«¨ y � x ¨ £®¢®°¨¬ x ¬¥¼¸¥ y,   y ¡®«¼¸¥ x. �±«¨ x � y ¨ x 6= y,²® ¬» £®¢®°¨¬, ·²® x ±²°®£® ¬¥¼¸¥ y ¨«¨ y ±²°®£® ¡®«¼¸¥ x ¨ ¯¨¸¥¬ x < y (y > x).�¯®°¿¤®·¥»¬ ª®«¼¶®¬  §»¢ ¥²±¿ ª®«¼¶®, ¢ ª®²®°®¬ ¨¬¥¥²±¿ ®²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤-ª , ®¡« ¤ ¾¹¥¥ ±¢®©±²¢ ¬¨:8x8y8 z(x � y � x+ z � y + z);8x8 y8 z(x � y&0 < z � xz � yz):x1.4. � «¨§�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ·¨² ²¥«¼ ¢ ¤®±² ²®·®© ±²¥¯¥¨ § ª®¬ ± ½«¥¬¥² °»¬  «¨§®¬ { ²¥®°¨¥© ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ²¥®°¨¥© ¯°¥¤¥«®¢, ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬ ¨ ¨-²¥£° «¼»¬ ¨±·¨±«¥¨¥¬ ´³ª¶¨© ®¤®© ¯¥°¥¬¥®©.



1.5. ���������� ���������� ����� 11� ¯®¬¨¬, ·²® ¯®¤ ¯®«¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ±«¥¤³¥² ¯®¨¬ ²¼ ³±«®¢® ¯®«®¥³¯®°¿¤®·¥®¥ ¯®«¥, ²® ¥±²¼ ³¯®°¿¤®·¥®¥ ¯®«¥, ¢ ª®²®°®¬ ª ¦¤®¥ ¥¯³±²®¥ ®£° ¨-·¥®¥ ±¢¥°µ³ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¨¬¥¥² ²®·³¾ ¢¥°µ¾¾ £° ¼ { ±³¯°¥¬³¬ {  ¨¬¥¼¸¥¥·¨±«®, ¯°¥¢®±µ®¤¿¹¥¥ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¤ ®£® ¬®¦¥±²¢ . �®¦¥±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥»µ·¨±¥« ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®±²°®¥® ¨§ ¬®¦¥±²¢  ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« (¤°®¡¥© ¢¨¤  mn , £¤¥n {  ²³° «¼®¥ ·¨±«®, ¥° ¢®¥ ³«¾, m { ·¨±«® ¶¥«®¥, ¯°¨·¥¬ jmj ¨ n ¥ ¨¬¥¾²®¡¹¨µ ¤¥«¨²¥«¥©) ¯³²¥¬ ®¯¥° ¶¨¨ ¯®¯®«¥¨¿, ª®²®° ¿ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ «¨¡® ± ¯®¬®-¹¼¾ ¤¥¤¥ª¨¤®¢»µ ±¥·¥¨©, «¨¡® ¯³²¥¬ ´ ª²®°¨§ ¶¨¨ ¬®¦¥±²¢  ´³¤ ¬¥² «¼»µ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« ¯® ®²®¸¥¨¾ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨x � y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  lim(xn � yn) = 0:�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ limxn = a, ¥±«¨8 "(" > 0 � 9N(N 2 N&(8 n(n 2 N&n > N � jxn � aj < ")))):�°¥¤¥« ´³ª¶¨¨ ¯®¨¬ ¥²±¿ ¢ ±¬»±«¥ �.� ©¥, ²® ¥±²¼ limx!a f(x) = A ®§ · ¥², ·²®¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ²®·¥ª domf ¨§ limxn = a ±«¥¤³¥², ·²® limf (xn) = A.x1.5. �¨ «¥ª²¨ª  ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ�°¨§¨± ®±®¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®©  ³ª¨, ¯°®¿¢¨¢¸¨©±¿ ¢ ¯¿²®¬ ¢¥ª¥ ¤®  ¸¥© ½°» ¢®²ª°»²¨¨ ¥±®¨§¬¥°¨¬®±²¨ ¨ ¯ ° ¤®ª±®¢ �¥® , ¯°¨¢¥« ª ²¥®°¨¨ ¯°®¯®°¶¨© ± ®¤®©±²®°®»,   ± ¤°³£®© { ª ¨§®¡°¥²¥¨¾ ¯°¨¶¨¯  ¨±·¥°¯»¢ ¨¿.�¥®°¨¿ ¯°®¯®°¶¨© ¯°¨¢¥«  ª ²¥®°¨¨ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«,   ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¨±·¥°-¯»¢ ¨¿ ¢®§¨ª ¬¥²®¤ ¯¥°¢»µ ¨ ¯®±«¥¤¨µ ®²®¸¥¨© (´«¾ª±¨©),   ¢¯®±«¥¤±²¢¨¨ {²¥®°¨¿ ¯°¥¤¥«®¢.�¤ ª® ±³¹¥±²¢¥® ° ¥¥ ²¥®°¨¨ ¯°¥¤¥«®¢   ®±®¢¥ ¯°¨¶¨¯  ¨±·¥°¯»¢ ¨¿ ¯®-¿¢¨«®±¼ ¨±·¨±«¥¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ, ª®²®°®¥ ¢¯¥°¢»¥ ¿¢® ¨±¯®«¼§®¢ « �. �¥¯«¥°¢ ±¢®¥© "�²¥°¥®¬¥²°¨¨ ¢¨»µ ¡®·¥ª" ¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ®¡º¥¬®¢ ¨ ¯«®¹ ¤¥© "¥¯° -¢¨«¼»µ" ²¥« ¨ ´¨£³°. � ª,  ¯°¨¬¥°, ª°³£ �. �¥¯«¥° ° ±±¬ ²°¨¢ « ±®±²®¿¹¨¬ ¨§¡¥±ª®¥·®£® (¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®£®) ·¨±«  ²°¥³£®«¼¨ª®¢, ¨¬¥¾¹¨µ ¶¥²° ª°³£  ±¢®-¥© ®¡¹¥© ¢¥°¸¨®©. �°¨ ½²®¬ ¯«®¹ ¤¼ ª°³£  ¢»·¨±«¿¥²±¿ ª ª ±³¬¬  ¯«®¹ ¤¥© ¢±¥µ½²¨µ ²°¥³£®«¼¨ª®¢ (°¨±. 1.1).� ±®¢°¥¬¥®¬ ¨§«®¦¥¨¨ ½²³ ¨¤¥¾ ¬®¦® ®¯¨± ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼R { ° ¤¨³± ª°³£ . �®£¤  ¯«®¹ ¤¼ ª ¦¤®£® ¨§ ²°¥³£®«¼¨ª®¢ ¬®¦®  ©²¨ ª ª ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥ 12hl, £¤¥ l { ±²®°® ,   h { ¢»±®²  ²°¥³£®«¼¨ª . �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ª°³£° §¡¨²   N ®¤¨ ª®¢»µ ²°¥³£®«¼¨ª®¢. �®½²®¬³, ² ª ª ª ·¨±«® ±²®°® ¯®«³·¨¢¸¥-£®±¿ ¬®£®³£®«¼¨ª  ¡¥±ª®¥·®, ¤«¨  ª ¦¤®© ±²®°®» ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¤«¨» ±²¿£¨-¢ ¥¬®© ¥¾ ¤³£¨   ¡¥±ª®¥·® ¬ «³¾ ¢¥«¨·¨³ ¨ ° ¢  1N -© · ±²¨ ¤«¨» ®ª°³¦®±²¨(± ²®·®±²¼¾ ¤® ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯«®¹ ¤¼ ª ¦¤®£® ²°¥³£®«¼¨ª ¢»° ¦ ¥²±¿ ª ª h 2�R2N , �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ ¯«®¹ ¤¼ ª°³£  ª ª ±³¬¬  ¯«®¹ ¤¥© ¢±¥µ ²°¥-³£®«¼¨ª®¢ ° ¢  Nh 2�R2N = �hR. �·¨²»¢ ¿ ²¥¯¥°¼, ·²® ³£®« ¯°¨ ¢¥°¸¨¥ ²°¥³£®«¼-¨ª  ¡¥±ª®¥·® ¬ «, ¯®«³· ¥¬, ·²® h ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª® (¡¥±ª®¥·® ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿®²) ª R ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯«®¹ ¤¼ ª°³£  ° ¢  �R2.



12 ����� 1. ��������������� ���������

�
R hl

�¨±. 1.1. �¨±³®ª ª ¢»·¨±«¥¨¾ ¯«®¹ ¤¨ ª°³£ � «®£¨·»¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¯°¨¢®¤¨² �. � °® ¢ ±¢®¨µ "� §¬»¸«¥¨¿µ ® ¬¥² -´¨§¨ª¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ". �» ¯°¨¢¥¤¥¬ §¤¥±¼ ¯°¨¬¥°, ¢®±µ®¤¿¹¨© ª �°µ¨¬¥¤³,¢»·¨±«¥¨¿ ®¡º¥¬  ®¡¹¥© · ±²¨ ¤¢³µ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯®¤ ¯°¿¬»¬ ³£«®¬ ª°³£®¢»µ¶¨«¨¤°®¢.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¶¨«¨¤°» ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥ ° ¤¨³±» ®±®¢ ¨¿ R. �¥²°³¤®¯®¿²¼, ·²® ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¥±¥ª ¾¹¥© ®¡° §®¢ ¢¸¥¥±¿ ²¥«® ¯ ° ««¥«¼® ®±¿¬ ®¡®¨µ¶¨«¨¤°®¢, ®¡° §³¥²±¿ ª¢ ¤° ² ±® ±²®°®®©, ° ¢®© 2p(R2 �H2), £¤¥ H { ¢»±®² ±¥·¥¨¿ ®² "¨¦¥©" ²®·ª¨. �±®, ·²® 0 � H � 2R (±¬. °¨±. 1.2).�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ±¥£¬¥² [0; 2R] ° §¡¨²   ¡¥±ª®¥·® ¬®£® ®¤¨ ª®¢»µ ¥¯¥-°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ±¥£¬¥²®¢ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®© ¤«¨». �®£¤  ª ¦¤»© ² ª®© ¯®¤±¥£¬¥²¢»±¥·¥² ¢  ¸¥¬ ²¥«¥ · ±²¼, ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ¯°¿¬®³£®«¼»¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤®¬ ¡¥±ª®¥·-® ¬ «®© ¢»±®²» 2RN , £¤¥ N { ·¨±«® ²®·¥ª ¤°®¡«¥¨¿ (±¥ª³¹¨µ ¯«®±ª®±²¥©). �²®°® ¦¥ k-£® ±¥·¥¨¿ (®² "¨¦¥©" ²®·ª¨) ¡³¤¥² ° ¢ , ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, 2s�R2 � � kN �2�.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯«®¹ ¤¼ k-£® ±¥·¥¨¿ ° ¢  4�R2 � � kN �� 2RN .�·¨²»¢ ¿ ²¥¯¥°¼, ·²® ¢»±®²»  ¸¨µ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤®¢ ¡¥±ª®¥·® ¬ «», ¯®«³· -¥¬, ·²® ®¡º¥¬  ¸¥£® ²¥«  ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§®ª ª ±³¬¬¥ ®¡º¥¬®¢ ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤®¢, ²® ¥±²¼ ° ¢¥ (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ)NXk=o 4 R2 �� kN �2! 2RN = 8R3N NXk=0 1� 8R3N3 NXk=0 k2 == 8R3 � 8R3N3 N(N + 1)(2N + 1)6 == 8R3 �1� 16N3N(N + 1)(2N + 1)� =
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�¨±. 1.2. �¥·¥¨¿ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¶¨«¨¤°®¢= 8R3 �1� 16 �1 + 1N ��2 + 1N �� :� ª ª ª N ¡¥±ª®¥·® ¢¥«¨ª®, ·¨±«® 1N ¡¥±ª®¥·® ¬ «® ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, 1 + 1N¡¥±ª®¥·® ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¥¤¨¨¶»,   ·¨±«® 2 + 1N { ®² ¤¢³µ. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,®¡º¥¬ ²¥«  ° ¢¥ 8R3(1� 26 ) = 163 R3.�°¨¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ®¤¨ ¯°¨¬¥°, ¢®±µ®¤¿¹¨© ª �. �¥©¡¨¶³, ª®²®°»© ¯® ¯° ¢³ ±·¨-² ¥²±¿ ±®§¤ ²¥«¥¬ ¨±·¨±«¥¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ. � ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¯°®¢¥¤¥¨¿ ª -± ²¥«¼®© ª ª°¨¢®© «¨¨¨. �«¿ ¯°®±²®²» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ª°¨¢ ¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±®¡®© £° ´¨ª ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®© ´³ª¶¨¨ f ¨ ²®·ª  M0 =< x0; y0 > (y0 = f(x0)) {²®·ª , ¢ ª®²®°®© ¯°®¢®¤¨²±¿ ª ± ²¥«¼ ¿.�³±²¼ ²®·ª  M� < x; y > y = f(x) { ²®·ª , ¡¥±ª®¥·® ¬ «® ³¤ «¥ ¿ ¯® ¤³£¥ª°¨¢®© ®² ²®·ª¨ M0. �°®¢¥¤¥¬ ±¥ª³¹³¾ ·¥°¥§ ²®·ª¨ M0 ¨ M. �¥ ³° ¢¥¨¥ ¡³¤¥²y�yy�y0 = x�xx�x0 ¨«¨, ³·¨²»¢ ¿, ·²® y = f(x); y0 = f(x0) ¨ ®¡®§ · ¿ �x = x� x0,y � f(x)f(x)� f(x0) = x� x�x :
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�¨±. 1.3. �°®¢¥¤¥¨¥ ª ± ²¥«¼®© ª £° ´¨ª³ ´³ª¶¨¨�®±«¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¯®«³·¨¬y � f(x0 +�x) = (f(x0 +�x)� f(x0)) x� x�x = �x0f(�x)x� x�x ;£¤¥ �x0f(�x) { ¢»§¢ ®¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¬ ¯°¨° ¹¥¨¥¬  °£³¬¥²  �x ¯°¨° ¹¥¨¥´³ª¶¨¨.� ª ª ª ´³ª¶¨¿ f ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ , ²® ¥¥ ¯°¨° ¹¥¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «® ®²«¨· -¥²±¿ ®² ¤¨´´¥°¥¶¨ «  df(x0) ¢ ²®·ª¥ x0,   § ·¥¨¥ f(x0+�x) { ®² § ·¥¨¿ ´³ª¶¨¨f(x0).� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³° ¢¥¨¥ ±¥ª³¹¥© ¯°¨¬¥² ¢¨¤y � f(x0) = df(x0)(�x)x� x�x :� ª ª ª ¤¥©±²¢¨¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «  ¥±²¼ ³¬®¦¥¨¥  °£³¬¥²    ¯°®¨§¢®¤³¾´³ª¶¨¨ ¢ ¤ ®© ²®·ª¥ x0, ¯®«³· ¥¬y � f(x0) = f 0(x0)�xx� (x0 +�x)�x¨«¨, ³·¨²»¢ ¿, ·²® �x ¡¥±ª®¥·® ¬ «®,   ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±¥ª³¹ ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ª ± ²¥«¼®©,¨¬¥¥¬ ³° ¢¥¨¥ ª ± ²¥«¼®©:y � f(xo) = f 0(x0)(x � x0); ²® ¥±²¼ y = f(x0) + f 0(x0)(x � x0):� ª ®¨§¨°®¢ ®© »¥ ²®·ª¨ §°¥¨¿ ²¥®°¨¨ ¯°¥¤¥«®¢ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥»¥ ° ±-±³¦¤¥¨¿ ®²«¨· ¾²±¿ ¯® ¬¥¼¸¥© ¬¥°¥ ¥±²°®£®±²¼¾ ¨ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ° §¢¥ «¨¸¼ ¤«¿ £«¿¤®© ¨««¾±²° ¶¨¨ "±²°®£¨µ" ¬¥²®¤®¢. �² ¬¥²®¤  ¨±·¥°¯»¢ ¨¿ ½²¨ ° ±³¦¤¥¨¿²®¦¥ ®²«¨· ¾²±¿, ® ²¥¬, ·²® ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¥£® ¥ ²°¥¡³¾² "³£ ¤»¢ ¨¿" °¥§³«¼² -² . � ±±³¦¤ ¿ ±²°®£®, ±«¥¤®¢ «® ¡» "¥±²°®£¨¬¨" ¬¥²®¤ ¬¨, ¯®¤®¡»¬¨ ¯°¨¢¥¤¥-»¬,  ©²¨ °¥§³«¼² ²,   § ²¥¬ ¬¥²®¤®¬ ¨±·¥°¯»¢ ¨¿ ¤®ª § ²¼ ( ¡±®«¾²® ±²°®£®)



1.5. ���������� ���������� ����� 15¥£® ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼. � ª, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ¨ ¯®«³· «¨ ¬®£¨¥ ´ ª²» ¯®¤®¡®£® °®¤  ¥¹¥¢ ¤°¥¢®±²¨.�«¥¤³¥² ² ª¦¥ ®²¬¥²¨²¼, ·²® ²¥°¬¨®«®£¨¿ "¡¥±ª®¥·® ¬ «" ¨ ²®¬³ ¯®¤®¡®¥¢±²°¥· ¥²±¿ »¥ ¯®·²¨ ¢® ¢±¥µ ³·¥¡¨ª µ ¯°¨ª« ¤»µ ¤¨±¶¨¯«¨ ¯°¨ ¢»¢®¤¥ ¬®£¨µ´®°¬³« ¨ ¤ ¦¥ ¯°¨ ¢¢¥¤¥¨¨ ®¢»µ ¯®¿²¨©. � ª,  ¯°¨¬¥°, ¢ ³·¥¡¨ª¥ �. �. � ¹®-ª¨  "�¥µ¨·¥±ª ¿ ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª  ¨ ²¥¯«®¯¥°¥¤ · "   ±²° ¨¶¥ 51 ·¨² ¥¬: "�«¥¬¥-² ° ¿ ³¤¥«¼ ¿ ° ¡®²  �l, ±®¢¥°¸ ¥¬ ¿ ±¨±²¥¬®© ¢ ° ¢®¢¥±®¬ ¯°®¶¥±±¥ ¨§¬¥¥¨¿±®±²®¿¨¿ ²¥«  ¯°¨ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¬ (¢»¤¥«¥® �. � ¹®ª¨»¬) ¨§¬¥¥¨¨ ¥¥ ®¡º¥¬ ,®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ �l = pdV ". � ¬ ¦¥   ±²° ¨¶¥ 63: " �²®¸¥¨¥ ½«¥¬¥² °-®£® (¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® {�. �®¢¿£¨) ª®«¨·¥±²¢  ²¥¯«®²» �q, ¯®«³·¥®£® ²¥«®¬ ¯°¨¡¥±ª®¥·® ¬ «®¬ (¢»¤¥«¥®  ¢²®°®¬) ¨§¬¥¥¨¨ ¥£® ±®±²®¿¨¿, ª ¨§¬¥¥¨¾ ²¥¬¯¥-° ²³°» dt (®¯¿²¼ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¬³! { �.�.)  §»¢ ¾² ( §»¢ ¾² { ½²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥!{ �.�.) ³¤¥«¼®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¼¾ ²¥«  ¢ ¤ ®¬ ¯°®¶¥±±¥..."2� ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢ ¯®¤®¡»¥ ´° §» ¢»§»¢ ¾² ¢ «³·¸¥¬ ±«³· ¥ ³«»¡ª³. �¤ ª® ª -¦¤»© ¨§ ¨µ ¯®¤¯¨¸¥²±¿ ¯®¤ ½²¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬, ¥±«¨ ¬» ³¤¥«¼®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¼¾ §®¢¥¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ ª®«¨·¥±²¢  ²¥¯«®²»! � ¤°³£®© ±²®°®», ª ¦¤»© ¨§  ± (¬ ²¥-¬ ²¨ª®¢) ¯®«¼§³¥²±¿ ¯®¤®¡®© ²¥°¬¨®«®£¨¥© ¢ ±¢®¨µ ° §£®¢®° µ ¨ ° ±±³¦¤¥¨¿µ, £¤¥¥ ²°¥¡³¥²±¿ ®±®¡®© ±²°®£®±²¨. �²® ¤®¯³±ª ¥²±¿ ¯°¨ ®¡±³¦¤¥¨¨ ¯°®¡«¥¬ ¢ "¢»±¸¥¬®¡¹¥±²¢¥" ¨«¨ ¯°¨ ° §£®¢®°¥ ± "²¥µ °¿¬¨",   ² ª¦¥ ¢ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¨. � ¦® «¨¸¼ ²®,·²® ¨¬¥® ¢ª« ¤»¢ ²¼ ¢ ¯®¿²¨¥ "¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ª®«¨·¥±²¢®". �®¢°¥¬¥»¥  ¯®-«®£¥²» ²¥®°¨¨ ¯°¥¤¥«®¢ ±·¨² ¾² ¨µ ´³ª¶¨¿¬¨, ±²°¥¬¿¹¨¬¨±¿ ª ³«¾, ® ¢®§¬®¦¥¨  £«¿¤»©, ¨²³¨²¨¢® ¿±»© ¨ ¯°®±²®© ¤«¿ ®¡º¿±¥¨¿ ±¬»±«: ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ª®«¨·¥±²¢® { ½²® ²®, ª®²®°®¥ ±²°®£® ¬¥¼¸¥ «¾¡®£®  ¯¥°¥¤ § ¤ ®£® ª®«¨·¥±²¢ ,²® ¥±²¼ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ¯®¨¬ ¥²±¿ ª ª  ª²³ «¼®¥, °¥ «¼® ±³¹¥±²¢³¾¹¥¥ "®·¥¼¬ «¥¼ª®¥" ª®«¨·¥±²¢®.�®§¤ ²¥«¥¬ ¨ ®±®¢»¬ ¯°®¯®¢¥¤¨ª®¬   «¨§  ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ, ¨§ ª®²®°®£®¢¯®±«¥¤±²¢¨¨ ° §¢¨«±¿ »¥¸¨© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨©   «¨§, ¡»« �. �. �¥©¡¨¶. � ±¢®-¥¬ ´³¤ ¬¥² «¼®¬ ²°³¤¥ "�®¢»© ¬¥²®¤ ¤«¿ ¬ ª±¨¬³¬®¢ ¨ ¬¨¨¬³¬®¢,   ² ª¦¥ª ± ²¥«¼»µ, ¤«¿ ª®²®°®£® ¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¯°¥¯¿²±²¢¨¥¬ ¤°®¡»¥ ¨ ¨°° ¶¨® «¼»¥ ª®-«¨·¥±²¢ , ¨ ®±®¡»© ¢¨¤ ¨±·¨±«¥¨¿ ¤«¿ ½²®£®" [16] ® § «®¦¨« ®±®¢» ±®¢°¥¬¥®£®¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ¨±·¨±«¥¨¿,   ² ª¦¥ ¢¢¥« ®¡®§ ·¥¨¿, ª®²®°»¬¨ ¬» ¯®«¼§³¥¬±¿¯®»¥.�¤ ª® ¨ �. �¥©¡¨¶, ¨ ¥£® ³·¥¨ª¨ ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¨ ¥ § ¤ ¢ «¨±¼ ¢®¯°®±®¬®¡®±®¢ ¨¿ ±¢®¨µ ¬¥²®¤®¢, ±·¨² ¿, ¢¨¤¨¬®, ·²® ¢ ½²®¬ ¥² ®±®¡®© ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨, ¨¡®½²® ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ³¯°®¹¥»© ¬¥²®¤ ¨±·¥°¯»¢ ¨¿. �²®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¯°¨-¤¥°¦¨¢ ¥²±¿ �. � °® ¢ ¶¨²¨°®¢ ®© ° ¡®²¥.3 � ¬ �. �¥©¡¨¶ ¯°¨¨¬ « ¡¥±ª®¥·®2� ±±¬®²°¥¨¥ ¨¬¥® ½²®© ª¨£¨ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ·¥¬-²® ®±®¡¥»¬ ¨«¨ ± ¬®¶¥«¼¾ ¢²®° . �°®±²® ¯® °¿¤³ ¯°¨·¨ ª¨£  � .� ¹®ª¨  ®ª § « ±¼ "¯®¤ °³ª®©". �¨² -²¥«¼ ¡¥§ ²°³¤   ©¤¥² ¯®¤®¡»¥ ¯ ±± ¦¨ ¢ «¾¡®¬ ³·¥¡¨ª¥ ´¨§¨ª¨ ¨«¨ ²¥µ¨·¥±ª¨µ¤¨±¶¨¯«¨. �® ¦¥ ± ¬®¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ¢  ³·®© ²¥µ¨·¥±ª®© «¨²¥° ²³°¥.3"... ¬¥²®¤ ¥¤¥«¨¬»µ( ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ { �.�.) ¨ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥  «®£¨·»¥ ¬¥²®¤» ±³²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ³¯°®¹ ¾¹¨¥ ´®°¬³«», ¢¥±¼¬  ¯®«¥§»¥



16 ����� 1. ��������������� ���������¬ «»¥ ª ª °¥ «¼® ±³¹¥±²¢³¾¹¨¥ ª®«¨·¥±²¢  ¨ ¥ ¢¨¤¥« ¨·¥£®, ¯°¥¯¿²±²¢³¾¹¥£® ¨µ «¨·¨¾. �µ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¥ ²°¥¡³¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .�¤ ª® ² ª ¿ ¯®§¨¶¨¿, ¤ ¾¹ ¿ «¨¸¼ ¸ ²ª³¾ ®±®¢³ ¤«¿ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¨´¨¨-²¥§¨¬ «¼»µ ¬¥²®¤®¢, ¯°¨¢¥«  ª ° §¢¨²¨¾ ª°¨§¨±  ®±®¢ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ª®²®°»© ¡»«®²· ±²¨ ¯°¥®¤®«¥ ¨§®¡°¥²¥¨¥¬ ²¥®°¨¨ ¯°¥¤¥«®¢ ¢ ±¥°¥¤¨¥ 19-£® ¢¥ª . �®§¤ ¨¥²¥®°¨¨ ¯°¥¤¥«®¢ ±¢¿§»¢ ¾² ¢ ¯¥°¢³¾ ®·¥°¥¤¼ ± ¨¬¥¥¬ �. �®¸¨,   ² ª¦¥ �. �¥©-¥°¸²° ±± , ª®²®°»¥ ° §¢¨«¨ ¨¤¥¨ ¯¥°¢»µ ¨ ¯®±«¥¤¨µ ®²®¸¥¨©, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ�. �¼¾²®®¬.�®²¿ ²¥®°¨¿ ¯°¥¤¥«®¢ ±² ¢¨² ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ¨±·¨±«¥¨¥   ¤®±² ²®·® ¯°®·-³¾ ®±®¢³, ®  ¬®£®ª° ²® ³±«®¦¿¥² ²¥°¬¨®«®£¨¾, ¯° ª²¨·¥±ª¨ ³¨·²®¦ ¥²  -£«¿¤®±²¼, ¤  ¨ ± ¬® ¯®¿²¨¥ ¯°¥¤¥«  ¯® ±¢®¥© ±³²¨ ¨ ¢¨¤³ ¿¢«¿¥²±¿ ·¥¬-²® ·³¦¥-°®¤»¬ ¤«¿ ±²°®©®© ª° ±¨¢®© ²¥®°¨¨ �. �¥©¡¨¶ . �°®¬¥ ²®£®, ¤«¿ ¯°¨«®¦¥¨©  «¨§  ± ¬® ¯®¿²¨¥ ¯°¥¤¥« , ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ±®¢±¥¬ ¥ ³¦®, ¨¡® ¯°¥¤¥« ¥±²¼ ¥ ·²®¨®¥, ª ª § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ¢ ²®·ª µ ¡«¨§ª¨µ ª ¤ ®© (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¡¥±ª®¥·®¬ «»µ, ¥±²¥±²¢¥®). �¥¬ ¡®«¥¥, ·²® ²¥°¬¨®«®£¨¿, ª ª ¬» ¢¨¤¥«¨ ¨ ¬®¦¥¬ ³¡¥¤¨²¼±¿¥®¤®ª° ²®, ¨ ¢ ¯°¨«®¦¥¨¿µ, ¨ ¢ ´¨§¨ª¥, ¨ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨ª¥, ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¨²³¨²¨¢-®¬³ ¯®¨¬ ¨¾  ª²³ «¼® ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® ª®«¨·¥±²¢ . �¨ ®¤¨ §¤° ¢®¬»±«¿¹¨©·¥«®¢¥ª ¥ ¡³¤¥² ¯®¨¬ ²¼ "¡¥±ª®¥·® ¬ «»© ¯®¢®°®²" ª ª "¯®¢®°®², ±²°¥¬¿¹¨©±¿ª ³«¾",   ¯®©¬¥² ¥£® ª ª "®·¥¼-®·¥¼-®·¥¼-...-®·¥¼ ¬ «¥¼ª¨© ¯®¢®°®²". �²® «³·-¸¥, ·¥¬ "¥¯°¥°»¢® ¬¥¿¾¹¨©±¿ ¨ ¨±·¥§ ¾¹¨© (¢ ¯°¥¤¥«¥) ¯®¢®°®²", ¯®±ª®«¼ª³ ½²®¢±¥-² ª¨ ·¨±«®.�°®¬¥ ¢±¥£® ¯°®·¥£®, ¬¥²®¤»  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ®²«¨· ¾²±¿ ¥ ²®«¼-ª®  £«¿¤®±²¼¾ ¨ ± ¬®®·¥¢¨¤®±²¼¾, ® ¨ ¯°®±²®²®©, ª ª ¢ ¯°¨¬¥¥¨¨, ² ª ¨ ¢ ®¡º-¿±¥¨¨, ¨§³·¥¨¨. � ª²¨·¥±ª¨ ½²¨ ¬¥²®¤» ¯®§¢®«¿¾²  µ®¤¨²¼ °¥§³«¼² ² ¯°®±²»¬¨ «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬¨ ¢»·¨±«¥¨¿¬¨. �±«¨ ¡» �. �¥©¡¨¶ ¨«¨ ª²®-«¨¡® ¨§ ¥£® ¯®±«¥¤®¢ ²¥-«¥© (  ¬®¦¥² ¨ ¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª®¢) § ¤ «±¿ ¶¥«¼¾  ©²¨ ³±²° ¨¢ ¢¸¥¥ ¢±¥µ «®£¨·¥±ª®¥(¨«¨ ¨®¥) ®¡®±®¢ ¨¥ ½²¨¬ ¬¥²®¤ ¬, ²® ²° ¤¨¶¨® ¿ ²¥µ¨ª  ²¥®°¨¨ ¯°¥¤¥«®¢ (" {�-²¥µ¨ª ) ¡»²¼ ¬®¦¥² ¨ ¥ ° §¢¨« ±¼ ¡» ¢   «¨§¥. �¥¤¼ ¡®«¼¸¨±²¢® ²¥®°¥¬ ¤¨´-´¥°¥¶¨ «¼®£® ¨±·¨±«¥¨¿ ¨ ¯®·²¨ ¢±¥ ¯°¨«®¦¥¨¿ ¥£® ¡»«¨ ¯®«³·¥» �� ¯®¿¢«¥¨¿²¥®°¨¨ ¯°¥¤¥«®¢. �«¥¤³¥² ² ª¦¥ ®²¬¥²¨²¼ ²¿¦¥«®¢¥±®±²¼ " � �-²¥µ¨ª¨ ¨ ¥¥ "¤ «¥-ª®±²¼" ®² ¯° ª²¨·¥±ª®£® ¢»·¨±«¥¨¿ ¯°¥¤¥«®¢. �  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ²¥®°¨¾ ¯°¥¤¥«®¢ «¥£ª®¯®±²°®¨²¼   ¯®¿²¨¨  ª²³ «¼®£® ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® ·¨±« , ·²® ¯°¨¢¥¤¥² ª  £«¿¤-®±²¨ ¢ ¨§«®¦¥¨¨ ¨ «³·¸¥¬³ ¯®¨¬ ¨¾. �¥¤¼ ¯°¥¤¥«, ª ª ¬» ³¦¥ ³¯®¬¿³«¨, { ½²®,¯® ±³²¨ ¤¥« , § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ¢ ¡«¨§ª¨µ ²®·ª µ, ²® ¥±²¼ "¯°¨ x, ±²°¥¬¿¹¥¬±¿ ª x0,f(x) ±²°¥¬¨²±¿ ª A". �²³¨²¨¢®, "¥±«¨ x ¡«¨§ª® ª x0, ²® f(x) ¡«¨§ª® ª A". �²®¨ ¥±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥. �  ¿§»ª¥ " � � ¢±¥ ¬¥¿¥²±¿ ¬¥±² ¬¨: "f(x) ¡«¨§ª® ª A, ¥±«¨ x¡«¨§ª® ª x0". �«¨, ¯® ®¯®°¥¤¥«¥¨¾,8 " > 09 � > 08x (x 2 domf � (jx� x0j < � � jf(x) �Aj < ")) :(�» ¥ ¢¤ ¥¬±¿ ¢ ° §«¨·»¥ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°¥¤¥«  { ¢ ¯°®ª®«®²®© ®ª°¥±²-®±²¨, ¢ ²®·ª¥ ¯°¨ª®±®¢¥¨¿ ¨ ¤°³£¨µ.) �®¤¨ ° §¡¥°¨±¼ (!), £¤¥ §¤¥±¼ ¨§ · «¼®¥¤«¿ ¨§¡¥¦ ¨¿ ¤«¨®² ¬¥²®¤  ¨±·¥°¯»¢ ¨¿ ¨ ¨ª®¨¬ ®¡° §®¬ ¥ ¢°¥¤¿¹¨¥ ²®·®±²¨¥£® °¥§³«¼² ²®¢"(±. 218).



1.5. ���������� ���������� ����� 17¨²³¨²¨¢®¥ ¯®¨¬ ¨¥ ¨ ¨¤¥¿.�§ ±ª § ®£® ¢»¸¥ ¿±®, ·²®  ª²³ «¼»¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ®·¥¼ ³¤®¡» ¢ ¯°¥-¯®¤ ¢ ¨¨ ®±®¢   «¨§ . �²® ¬¥¨¥ ®±®¢ ® ¥ ²®«¼ª®   «¨²¥° ²³°»µ ¨±²®·-¨ª µ, ® ¨   «¨·®¬ ®¯»²¥  ¢²®° , ª®²®°»© ¢ ²¥·¥¨¥ °¿¤  «¥² ¨§« £ « ¢ ª³°±¥¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¤«¿ ±²³¤¥²®¢ £³¬ ¨² °®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ®±®¢» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®   -«¨§    ¿§»ª¥  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ, ¨ ¢ ²¥·¥¨¥ °¿¤  «¥² ·¨² « ª³°±   «¨§ ¢ ²¥µ¨·¥±ª®¬ ���¥. � ¤°³£®© ±²®°®», ²¥°¬¨®«®£¨¿  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ¨±¯®«¼§®¢ « ±¼  ¢²®°®¬ ¨ ¯°¨ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¨ ±²³¤¥² ¬-¬ ²¥¬ ²¨ª ¬ ¯°¨ ®¡º¿±¥¨¨¯®¿²¨© ¯°¥¤¥« , ¥¯°¥°»¢®±²¨, ¯°®¨§¢®¤®©, ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ¨ ¤°³£¨µ. �°¨ ½²®¬² ª¨¥ ¯®¿²¨¿, ª ª ¡¥±ª®¥·® ¬ «»©, ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨©, ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®©, ¥®¡º¿±¿«¨±¼,   ±·¨² «¨±¼ ± ¬® ±®¡®© ° §³¬¥¾¹¨¬¨±¿, ·²® ¥ ¢»§»¢ «® ²°³¤®±²¥© ³±²³¤¥²®¢. �® ¥±²¼  ¢²®°, ¤  ¨, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ¬®£¨¥ ¤°³£¨¥, ¥±«¨ ¥ ±®§ ²¥«¼®,²® ¯®  ¨²¨¾, ®¡º¿±¿¾² ¯®¿²¨¿, ±¢¿§ »¥ ± ¯°¥¤¥«®¬, ± ¯®¬®¹¼¾ ¿§»ª  ¡¥±ª®¥·-® ¬ «»µ,   ¥  ®¡®°®², ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ¢¢®¤¿² ª ª "±²°¥¬¿¹¨¥±¿ ª ³«¾". �²®«¨¸¨© ° § ¯®¤·¥°ª¨¢ ¥² ¥±²¥±²¢¥®±²¼ ¯®¿²¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® ·¨±« ,   ¥®¡µ®-¤¨¬®±²¼ ¨§« £ ²¼ ²¥®°¨¾ ¯°¥¤¥«®¢ ¢ ²° ¤¨¶¨®®¬ »¥ ¯« ¥ { ½²® ¤ ¼ ²° ¤¨¶¨¨ ¨¤ ¼ ±²°®£®±²¨, ª®²®° ¿ ¥ ¢±¥£¤  ®¯° ¢¤  , ®±®¡¥® ¯°¨ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¨ ±²³¤¥² ¬,¤«¿ ª®²®°»µ ¢ ¦® ¥ ±²°®£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®,   ¯®¨¬ ¨¥, ®±®¢ ®¥   ¨²³¨¶¨¨¨ ³¬¥¨¥ ¯°¨¬¥¿²¼ ¬¥²®¤»   ¯° ª²¨ª¥.�«¥¤³¥², ®¤ ª®, ®²¬¥²¨²¼, ·²®  ¢²®° ¨ ¯°¨ ¨§«®¦¥¨¨   ¿§»ª¥  ª²³ «¼»µ ¡¥±-ª®¥·® ¬ «»µ ¢¢®¤¨² ¯®¿²¨¥ ¯°¥¤¥«  (®²¤ ¢ ¿ ¤ ¼ ²° ¤¨¶¨¨), ® ª ª ±°¥¤±²¢  ¤«¿¨±±«¥¤®¢ ¨¿ "¯®¢¥¤¥¨¿ ´³ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥".�  ®±®¢¥ ·¨² ¢¸¥£®±¿  ¢²®°®¬ ª³°±  ±®¢¬¥±²® ± ¥£® ³·¥¨¶¥© �. �. � ²¢¥-¥¢®©  ¯¨± ® ³·¥¡®¥ ¯®±®¡¨¥ ¯® ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ¤«¿ ±²³¤¥²®¢ £³¬ ¨² °»µ ±¯¥¶¨- «¼®±²¥©. �®«¥¥ ¯®«®¥ ¨§«®¦¥¨¥ ®±®¢   «¨§    ¿§»ª¥  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·®¬ «»µ ¨¬¥¥²±¿ ¢ ³·¥¡¨ª¥ �. �¥©±«¥°  "�«¥¬¥² °»©   «¨§". � ½²®¬³ ³·¥¡¨ª³�. �¥©±«¥°®¬  ¯¨± ® "�³ª®¢®¤±²¢® ¤«¿ ¨±²°³ª²®°®¢" (¯°¥¯®¤ ¢ ²¥«¥©), ¢ ª®²®°®¬¨§« £ ¥²±¿ ®¡®±®¢ ¨¥ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»µ ¬¥²®¤®¢.�ª § ®¥ ¢»¸¥ ®¡®±®¢ ¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¢¥¤¥® ¥±ª®«¼ª¨¬¨ (¤¢³¬¿ ®±®¢-»¬¨) ±¯®±®¡ ¬¨. �®, ¯°¥¦¤¥ ·¥¬ ¯°¨¢®¤¨²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ´ ª²», ±«¥¤³¥² ·¥²ª®¯®±² ¢¨²¼ § ¤ ·³, ·²® ¦¥ ±«¥¤³¥² ¯®¨¬ ²¼ ¯®¤ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¬ ·¨±«®¬ ª ª  ª²³- «¼® ±³¹¥±²¢³¾¹¨¬ ®¡º¥ª²®¬.�» ®¯¨¸¥¬ ²³ µ ° ª²¥°¨±²¨ª³, ª®²®°³¾, ¥ ¯°¨¢®¤¿ ®¤ ª® ±²°®£¨µ ´®°¬³«¨-°®¢®ª, ¨±¯®«¼§®¢ « �. �¥©¡¨¶ ¢ ±¢®¥¬ ¯®¨¬ ¨¨  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ.�²®² ¢§£«¿¤ ¢®±µ®¤¨² ª  ²®¬¨·¥±ª®¬³ ¯®¨¬ ¨¾ ±²°®¥¨¿ ¬ ²¥°¨¨, ±´®°¬³«¨-°®¢ ®¬³ �¥¬®ª°¨²®¬. �¤ ª®, ª ª ¯®ª §»¢ ¾² ¯ ° ¤®ª±» �¥® , ± ¯®¬®¹¼¾ ¤¨±-ª°¥²»µ ¬¥²®¤®¢, ¤¨±ª°¥²®£® ¤¥«¥¨¿ ¥«¼§¿ ¨±·¥°¯ ²¼ ¥¯°¥°»¢»© ®¡º¥ª². �¥«®§ ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¯°®²¨¢®°¥·¨¨ ¬¥¦¤³ ¥¯°¥°»¢®±²¼¾ ¨ ¤¨±ª°¥²®±²¼¾. � ½²®¬ ¯® ±³-²¨ ¨ ¥±²¼ ª°¨§¨± ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ 5-£® ¢¥ª  ¤®  ¸¥© ½°», ª®²®°»©, ª ª ¢¨¤® ¨§ ² ª®£®¥£® ¯®¨¬ ¨¿, ¥ ¯°¥®¤®«¥¢ ¥²±¿ ¨ ²¥®°¨¥© ¯°¥¤¥«®¢, ¨ ¤ ¦¥ ¯°¨¶¨¯®¬ ¨±·¥°¯»-¢ ¨¿ ¢ ²®¬ ¢¨¤¥, ¢ ª®²®°®¬ ® ¯°¨¢¥« ª ±®§¤ ¨¾ ¯®±«¥¤¥©. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¨¤¥¨ ¨²¥®°¨¨ ¯°¥¤¥«®¢, ¨ ¯°¨¶¨¯  ¨±·¥°¯»¢ ¨¿ ¯°¥¤¯®« £ ¾² "¨±·¥°¯ ²¼ "¤¨±ª°¥²»¬¨¯®°¶¨¿¬¨ "¥¯°¥°»¢»©" ®¡º¥ª² §  "¡¥±ª®¥·® ¬®£® ¸ £®¢".



18 ����� 1. ��������������� ����������  ½²®¬ ¯³²¨ ±¿²¨¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¿ ¬¥¦¤³ ¥¯°¥°»¢®±²¼¾ ¨ ¤¨±ª°¥²®±²¼¾ ¥-¢®§¬®¦® ¯°¨¶¨¯¨ «¼® ¢¢¨¤³ ¥±²¥±²¢¥®£® ´¨«®±®´±ª®£®  ² £®¨§¬  ¬¥¦¤³ ½²¨-¬¨ ¯®¿²¨¿¬¨ ª ª ¤¢³¬¿ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¬¨ ª ²¥£®°¨¿¬¨,  µ®¤¿¹¨¬¨±¿ ¢ ¤¨ «¥ª-²¨·¥±ª®¬ ¯°®²¨¢®°¥·¨¨. �¤ ª® ¤¨ «¥ª²¨·¥±ª®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥  °¿¤³ ± ¡®°¼¡®© ¨ ² £®¨§¬®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥² ¨ ¥¤¨±²¢®. �²® ®¤¨ ¨§ § ª®®¢ �. �¥£¥«¿, ±®£« ±® ª®-²®°®¬³ ¤¢¥ «¾¡»¥ ¯°®²¨¢®¯®«®¦®±²¨,  µ®¤¿±¼ ¢ ¥±²¥±²¢¥®© (¥¯°¥°»¢®©) ¡®°¼-¡¥, ®¡« ¤ ¾² ²¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¨ ±¢®©±²¢®¬ ¥¤¨±²¢ , ®²° ¦ ¿ ²¥¬ ± ¬»¬ ¤¢¥ ° §«¨·»¥µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ®¤®£® ¨ ²®£® ¦¥ ®¡º¥ª² . �²® ¤¢  ¥®²º¥¬«¥¬»µ  ²°¨¡³²  ¤ ®£®®¡º¥ª² .�®¤®¡ ¿ ±¨²³ ¶¨¿ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢ ´¨§¨ª¥, ª®£¤   °¿¤³ ± ¢®«®¢»¬¨ (¥¯°¥°»¢-»¬¨) ±¢®©±²¢ ¬¨ ±¢¥²  (¨«¨ ¤°³£®£® ¨§«³·¥¨¿) ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ¨ ª®°¯³±ª³«¿°³¾¥£® ¯°¨°®¤³. � ®¡®°®², ¯®²®ª · ±²¨¶ ( ¯°¨¬¥°, ½«¥ª²°®®¢) ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ ³±«®-¢¨¿µ ¯°®¿¢«¿¥² ¢®«®¢»¥ ±¢®©±²¢ . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢®«  ¨ ¯®²®ª · ±²¨¶ { ½²® ¤¢¥±²®°®» ®¤®£® ¨ ²®£® ¦¥ ¿¢«¥¨¿.�»¸¥±ª § ®¥ ¯®§¢®«¿¥² £®¢®°¨²¼ ® ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¨ ¤¨±ª°¥²®±²¨ ª ª ® ¤¢³µ° ¢®¯° ¢»µ ±²®°® µ ®¤®£® ¨ ²®£® ¦¥ ®¡º¥ª² . � ®¤¨µ ³±«®¢¨¿µ ¯°¥¢ «¨°³¥² ¥-¯°¥°»¢ ¿ ±²®°® , ¢ ¤°³£¨µ { ¤¨±ª°¥² ¿. �®½²®¬³ ³¬¥±²® ¢¥¹¥±²¢¥³¾ ¯°¿¬³¾,²° ¤¨¶¨®® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ª ª ¥¯°¥°»¢®¥ ®¡° §®¢ ¨¥, ±·¨² ²¼ ®¡« ¤ ¾¹¥©¨ ¤¨±ª°¥²»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨. �³²¼ ¢¥¹¥±²¢¥®© ¯°¿¬®© ¢ ¥¤¨±²¢¥ ½²¨µ ¤¢³µ ¯°®-²¨¢®¯®«®¦»µ ¥¥ ±¢®©±²¢, ª®²®°®¥  ¤¥ª¢ ²® ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢±¥ ±¢®©±²¢  ¯°¿¬®©. �¥¬± ¬»¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¯°¿¬³¾ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¯®«¥§»¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±®±²®¿¹¥©¨§ ¤¨±ª°¥²® ° ±¯®«®¦¥»µ ²®·¥ª  ¯®¤®¡¨¥ ª¢ ²®¢®£® ¯®²®ª , ® ¯°¨ ½²®¬ ¢ ¯°®-¬¥¦³²ª¨ ¬¥¦¤³ "±®±¥¤¨¬¨" ²®·ª ¬¨, £¤¥ ®¡° §³¾²±¿ "¯³±²»¥ ¬¥±² ", ¬®¦® ¯®¬¥-±²¨²¼ ®¢»¥ ¨¤¥ «¼»¥ ½«¥¬¥²». � ª ª ª ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ "±®±¥¤¿¬¨" "¡¥±ª®¥·®¬ «®", ²® ¢¡«¨§¨ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ¢®§¨ª ¾² ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨¥ ª ¥© ²®·ª¨. � ª ®°£ -¨§®¢  ¿ ¯°¿¬ ¿ «¨¨¿ ³¦¥ ±®¤¥°¦¨² ¥³«¥¢»¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ·¨±«  { ¡«¨§ª¨¥ª ³«¾, ® ¥ ° ¢»¥ ¥¬³ { ¨ ®¡« ¤ ¥² ¤¢³¬¿ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨. � ª¥¯°¥°»¢»© ®¡º¥ª², ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»© ¬¥²®¤ ¬¨ "®¡»·®©" £¥®¬¥²°¨¨, ¥ ¯°¨¡¥£ -¾¹¥© ª "±¨«¼®¬³ ³¢¥«¨·¥¨¾", { ½²® £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¯°¿¬ ¿. �±«¨ ¦¥ ¬» "±¨«¼®³¢¥«¨·¨¬" ° §°¥¸ ¾¹³¾ ±¯®±®¡®±²¼  ¸¨µ ¬¥²®¤®¢, ²® ¯®«³·¨¬ ¤¨±ª°¥²»©  ¡®°"±«¥¤³¾¹¨µ ¤°³£ §  ¤°³£®¬" ²®·¥ª, ®ª°³¦¥»µ "®°¥®«®¬" (ª ¦¤ ¿ ±¢®¨¬) ¡¥±ª®¥·-® ¡«¨§ª¨µ ª ¨¬ ¨¤¥ «¼»µ ½«¥¬¥²®¢. �¨¤¨¬ ¿ ¨§¤ «¥ª  £¨°«¿¤  ®¤®¶¢¥²»µ« ¬¯®·¥ª ¤ ¥² ¥ª®²®°®¥  £«¿¤®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ² ª ³±²°®¥®© ¯°¿¬®© «¨¨¨:¨§¤ «¥ª  ¬» ¢¨¤¨¬ ±«¨¢ ¾¹¨¥±¿ ¢ ¥¤¨³¾ ¥¯°¥°»¢³¾ «¨¨¾ ±¢¥²¿¹¨¥±¿ ®°¥®«»,®, ¯°¨¡«¨§¨¢¸¨±¼ ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª®, ¬» ³¦¥ ° §«¨· ¥¬ ®²¤¥«¼»¥ « ¬¯®·ª¨ ¨ ¢¨-¤¨¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ¨§ ¨µ ±®§¤ ¥² ±¢®© ®°¥®«.x1.6. �°¨¶¨¯ ° ±¸¨°¥¨¿�» ¯°¨¢¥«¨ ¥ª®²®°»¥ ´¨«®±®´±ª¨¥ ¨  £«¿¤»¥ ±®®¡° ¦¥¨¿ ¢ ¯®«¼§³ ¢»¤¢¨-³²®£® �. �¥©¡¨¶¥¬ ¯°¨¶¨¯ , ª®²®°»© ¬» ´®°¬³«¨°³¥¬ ¨¦¥ ¢ ±®¢°¥¬¥»µ ²¥°-¬¨ µ.



1.6. ������� ���������� 19�³¹¥±²¢³¥² ³¯®°¿¤®·¥®¥ ¯®«¥ <, ®¡« ¤ ¾¹¥¥ ±¢®©±²¢ ¬¨:1. R { ³¯®°¿¤®·¥®¥ ¯®¤¯®«¥ ¯®«¿ <,2. ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² " 2 < ² ª®©, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¥³«¥¢®£®  ²³° «¼®£®·¨±«  n 0 < " < 1n ,3. ¢±¿ª ¿ ´³ª¶¨¿ f ± domf � Rn ¤®¯³±ª ¥² ¯°®¤®«¦¥¨¥ ¤® ´³ª¶¨¨ ef ± dom ef �<n (n 2 N),4. �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ±¨±²¥¬  ¥° ¢¥±²¢fk (x1; x2; : : : ; xn) � gk (x1; x2; : : : ; xn) (k = 1; 2; : : : ;m):� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ¥° ¢¥±²¢ffk (x1; x2; : : : ; xn) �fgk (x1; x2; : : : ; xn) (k = 1; 2; : : : ;m):�±«¨ R � Rn { °¥¸¥¨¥ ¯¥°¢®© ±¨±²¥¬» ¨ eR � <n { °¥¸¥¨¥ ¢²®°®© ±¨±²¥¬»,²® R = eR \ Rn.�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¥±«¨ ¯¥°¢ ¿ ±¨±²¥¬  ±®¢¬¥±² , ²® ±®¢¬¥±²  ¨ ¢²®° ¿,¨  ®¡®°®², ¥±«¨ ±®¢¬¥±²  "¯°®¤®«¦¥ ¿" ±¨±²¥¬ , ²® ¨±µ®¤ ¿ ±¨±²¥¬ ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥, ª®²®°®¥  µ®¤¨²±¿ ¯® ´®°¬³«¥R = eR \ Rn.�®±«¥¤¥¥ ±¢®©±²¢®, ¨¬¥³¥¬®¥ ¯°¨¶¨¯®¬ �¥©¡¨¶ , £ ° ²¨°³¥², ·²® ¯°®¤®«-¦¥¨¥ ®¡»·®© ¢¥¹¥±²¢¥®© ´³ª¶¨¨ ®¡« ¤ ¥² ¢±¥¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¨±µ®¤®©. � ª,  -¯°¨¬¥°, ¢ ° ±¸¨°¥®© ¯°¿¬®© ±³¹¥±²¢³¾² ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨, ¯°¨ ½²®¬¨¬¥¾² ¬¥±²® ¢±¥ ´®°¬³«» ²°¨£®®¬¥²°¨¨,  ¯°¨¬¥° fsin2x = 2fsinxfcosx.�°¨¶¨¯¨ «¼»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥ 2, ª®²®°®¥ £ ° ²¨°³¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®²«¨·-»µ ®² ³«¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ·¨±¥«, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ° ±¸¨°¥¨¥ ¥²°¨¢¨ «¼®.�¢®©±²¢® 3 £ ° ²¨°³¥², ·²® ¢±¿ª®¥ ¬®¦¥±²¢® A � Rn ¨¬¥¥² ° ±¸¨°¥¨¥ eA � <n,¯®«³· ¾¹¥¥±¿ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¯°®¤®«¦¥¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ ¬®¦¥±²¢  A,²®·¥¥ eA = (f�A)�1(1). �·¥¢¨¤®, ·²® ¢±¥£¤  A � eA. � ¢¥±²¢® ¦¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ²®«¼ª®¤«¿ ª®¥·®£® ¬®¦¥±²¢ .� ¦³¾ °®«¼ ¨£° ¥² ¬®¦¥±²¢®1N = eN,   ² ª¦¥ ° §®±²¼ @ =1NnN, ±®±²®¿¹ ¿¨§ ¡¥±ª®¥·»µ (¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ)  ²³° «¼»µ ·¨±¥«.�®®¡¹¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ±«¥¤³¥² ¨§ 2 ¨ 1. �¥©±²¢¨²¥«¼-®, ¥±«¨ 0 < " < 1n ¤«¿ ¢±¥µ ¥³«¥¢»µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥« n, ²® ·¨±«® 1" , ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ª®²®°®£® £ ° ²¨°®¢ ® ³±«®¢¨¥¬ 1, ¡³¤¥² ±²°®£® ¡®«¼¸¥ «¾¡®£®  ¯¥°¥¤ § ¤ ®£® ²³° «¼®£® ·¨±« , ²® ¥±²¼ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¬4 . �±«¨ ¯®±²³«¨°®¢ ²¼ ±³¹¥±²¢®¢ -¨¥ ° ±¸¨°¥¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥®© ¯°¿¬®© ¢ ±¬»±«¥ �. �¥©¡¨¶ , ²®, ¯®«®¦¨¢,F = fx 2 < : 9 r (r 2 R & jxj � r)g ;¯®«³·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ª®¥·»µ ·¨±¥«,   ¬®¦¥±²¢®I = �x 2 < : 8n�n 2 N n f0g � jxj < 1n��4� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨¶¨¯ �°µ¨¬¥¤ , £ ° ²¨°³¾¹¨©, ·²® ®²°¥§®ª «¾¡®© ¤«¨»¬®¦® ¨§¬¥°¨²¼ §  ª®¥·®¥ ·¨±«® ¸ £®¢, ¥¢¥°¥ ¢ ° ±¸¨°¥®© ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®©.



20 ����� 1. ��������������� ���������¿¢«¿¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®¬ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ·¨±¥«.�¢  ·¨±«   §»¢ ¾² ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨¬¨, ¥±«¨ ¨µ ° §®±²¼ ¡¥±ª®¥·® ¬ « . � -ª¨¬ ®¡° §®¬, ²¥°¬¨®«®£¨¿, ¯°¨¬¥¿¥¬ ¿ ¯°¨ ¨§«®¦¥¨¨   «¨§  ¢ ¤³µ¥ �. �¥©¡¨¶ ,¯°¨®¡°¥² ¥² § ª®»¥ ®±®¢ ¨¿ (¥±«¨, ¥±²¥±²¢¥®, ±¨±²¥¬   ª±¨®¬, ¯®±²³«¨°³¾¹ ¿±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¥ °µ¨¬¥¤®¢  ° ±¸¨°¥¨¿ ¬®¦¥±²¢  ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¥¯°®²¨¢®-°¥·¨¢ ). � � � �� ª ³¦¥ ³¯®¬¿³²® ¢»¸¥, ¨¬¥¥²±¿ ¤¢  ®±®¢»µ ±¯®±®¡  ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥¯°®²¨¢®°¥-·¨¢®±²¨ ²¥®°¨¨  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ. �¥°¢»© ±®±²®¨² ¢ ¯®±²°®¥¨¨ ¢ ° ¬-ª µ ¯®¤µ®¤¿¹¥© ²¥®°¨¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ³«¼²° ±²¥¯¥¨ ±² ¤ °²®© ¬®¤¥«¨ ²¥®°¨¨³¯®°¿¤®·¥»µ ¯®«¥©, ¯°¨·¥¬ §  ±² ¤ °²³¾ ¬®¤¥«¼ ¡¥°¥²±¿ ¯®«®¥ ³¯®°¿¤®·¥®¥¯®«¥, ª®²®°®¥, ª ª ¨§¢¥±²®, ¥¤¨±²¢¥® (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¨§®¬®°´¨§¬ , ¥±²¥±²¢¥-®). � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬, ¯®±²°®¥ ¿ ³«¼²° ±²¥¯¥¼, ª®²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ³¯®°¿¤®·¥»¬¯®«¥¬, ® ³¦¥ ¥ °µ¨¬¥¤®¢»¬,  §»¢ ¥²±¿ ¥±² ¤ °²®© ¬®¤¥«¼¾ ¨«¨ ¬®¦¥±²¢®¬£¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«,   ± ¬  ¬¥²®¤¨ª  ¯°¨¬¥¥¨¿ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»µ ¬¥²®¤®¢{ ¥±² ¤ °²»¬   «¨§®¬. �¥±² ¤ °²®±²¼ ³¯®¬¿³²®© ¬®¤¥«¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨²¥¬, ·²® ¤  ¿ ¬®¤¥«¼ ±®¤¥°¦¨² ¥±² ¤ °²³¾ (¥ ¨§®¬®°´³¾ ®¡»·®¬³ ª®«¼¶³¶¥«»µ ·¨±¥«) ¬®¤¥«¼  °¨´¬¥²¨ª¨. �¤¥¨ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¬¥²®¤®¢ ²¥®°¨¨ ¬®¤¥«¥© ¤«¿ ®¡®-±®¢ ¨¿   «¨§  ¯°¨ ¤«¥¦ ² �. �®¡¨±®³ [29].� ³¯®¬¿³²®¬ ¢»¸¥ °³ª®¢®¤±²¢¥ �. �¥©±«¥°  ½²®² ¬¥²®¤ ¯°¨¬¥¿¥²±¿ ª ¯®«¾¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ¯³²¥¬ ¯®±²°®¥¨¿ ³«¼²° ±²¥¯¥¨ ¯® ¯°®¨§¢®«¼®¬³ ³«¼²° ´¨«¼-²°³, ¬ ¦®°¨°³¾¹¥¬³ ´¨«¼²° �°¥¸¥  ¤ ¬®¦¥±²¢®¬  ²³° «¼»µ ·¨±¥«. �°¨ ½²®¬¤®±² ²®·®  £«¿¤® ¯°®¿¢«¿¾²±¿ ¯°®¤®«¦¥¨¿ ´³ª¶¨©, ° ±¸¨°¥¨¿ ¬®¦¥±²¢,  ² ª¦¥ ¤¥¬®±²°¨°³¾²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ¨ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¥ ·¨±« .�°¨¶¨¯ ¯¥°¥®±  (¢»²¥ª ¾¹¨© ¨§ ®±®¢®© ²¥®°¥¬» ®¡ ³«¼²° ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿µ)£ ° ²¨°³¥² ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ¯°¨¶¨¯  �¥©¡¨¶  (  ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯°¨¶¨¯ ¯¥°¥®± ±¨«¼¥¥).�²®°®© ¯®¤µ®¤ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¥±² ¤ °²®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ±¢¿-§  ± ¯°¨¬¥¥¨¥¬ ²¥®°¥¬» ª®¬¯ ª²®±²¨ �. �. � «¼¶¥¢  [21]. � ª ª ª ²¥®°¨¿ ³¯®-°¿¤®·¥»µ ¯®«¥© ¨¬¥¥² ¬®¤¥«¼ (¬®¦¥±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ± ¥±²¥±²¢¥®© ¨-²¥°¯°¥² ¶¨¥© ª®±² ², ´³ª¶¨® «¼»µ ¨ ¯°¥¤¨ª ²»µ ±¨¬¢®«®¢), ²® ¤®¡ ¢«¿¿ ª ª±¨®¬ ¬ ³¯®°¿¤®·¥®£® ¯®«¿  ª±¨®¬³ n1 � c (¤«¿ ª ¦¤®£®  ²³° «¼®£® n), £¤¥ c{ ®¢»© ª®±² ²»© ±¨¬¢®«, ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¯®«³·¥ ¿ ±¨±²¥¬  «®ª «¼® ¥¯°®-²¨¢®°¥·¨¢ , ²® ¥±²¼ ª ¦¤ ¿ ¥¥ ª®¥· ¿ · ±²¼ ¨¬¥¥² ¬®¤¥«¼, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢±¿° ±¸¨°¥ ¿ ²¥®°¨¿ ¨¬¥¥² ¬®¤¥«¼ (¥±² ¤ °²³¾), ª®²®° ¿ ¨ ¡³¤¥² ²°¥¡³¥¬»¬ ° ±-¸¨°¥¨¥¬. �¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¬ ·¨±«®¬, ®·¥¢¨¤®, ¡³¤¥² ¨¬¿ ®¢®© ª®±² ²» c ¢ ½²®©¬®¤¥«¨,   ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ¥³«¥¢»¥ ·¨±«  { ½²® ®¡° ²»¥ ª ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¬.�°¨¶¨¯ �¥©¡¨¶  ¨ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ®¡¹¨µ ²¥®°¥¬. �¥±¬®²°¿  ¯°®±²®²³ ¯°¥¤« £ ¥¬®£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , §¤¥±¼ ¨¬¥¥²±¿ ¥ª®²®° ¿ ¯®²¥°¿  £«¿¤®-±²¨ ª ª ¢ ¤¥¬®±²° ¶¨¨ ®¢»µ ½«¥¬¥²®¢ (¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¨ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ),² ª ¨ ¯°®¤®«¦¥¨¿ ´³ª¶¨©.�¯®¬¿¥¬ ¥¹¥ ®¡ ®¤®¬, ¢ ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ ¨¤¥ «¼®¬, ±¯®±®¡¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ 



1.6. ������� ���������� 21±³¹¥±²¢®¢ ¨¿  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ·¨±¥«. � ¢®±µ®¤¨² ª ¨¤¥¥ ¨§ · «¼®£®¢ª«¾·¥¨¿ ¢ ª ¦¤®¥ ¬®¦¥±²¢® "¥±² ¤ °²»µ" (¨¤¥ «¼»µ) ½«¥¬¥²®¢. 5¥¬ ± ¬»¬° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¥ª®²®°®¥ (ª®±¥°¢ ²¨¢®¥) ° ±¸¨°¥¨¥ ®¡»·®© ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢�¥°¬¥«® { �°¥ª¥«¿ ¯³²¥¬ ¤®¡ ¢«¥¨¿ ®¢»µ ¯°¥¤¨ª ²»µ ±¨¬¢®«®¢ ¨ ®¢»µ  ª±¨®¬.�°¨ ½²®¬ ¤¢®©±²¢¥ ¿ ¯°¨°®¤  ª®²¨³³¬  ¨§ · «¼® ®ª §»¢ ¥²±¿ § «®¦¥®© ¢¬®¦¥±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«. �²®² ¯®¤µ®¤ ¢¯¥°¢»¥ ¯°¥¤«®¦¨« �. �¥«¼±®. �®¤°®¡-® ½²¨ ¢®¯°®±» ®±¢¥¹¥» ¢ ª¨£¥ �. �. �³±° ¥¢  ¨ �. �. �³² ²¥« ¤§¥ "�¥±² ¤ °²»¥¬¥²®¤» ¢   «¨§¥" [15].�±¥ ®¯¨± »¥ ¬¥²®¤» ®¡®±®¢ ¨¿ ² ª ¨«¨ ¨ ·¥ ±¢¿§ » ± ¤®±² ²®·® £«³¡®ª¨-¬¨ ¢®¯°®± ¬¨ ®±®¢ ¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª¨: «®£¨ª®© ¨ ²¥®°¨¥© ¬®¤¥«¥©, ²¥®°¨¥© ¬®¦¥±²¢.�®½²®¬³, ¥±¬®²°¿   ¨µ ±²°®£®±²¼ ¨  ªª³° ²®±²¼ ¨§«®¦¥¨¿ ¢ ³¯®¬¿³²»µ ¨±²®·¨-ª µ, ¨§³·¥¨¥ ¤ ®£® ¢®¯°®±  ¯® ½²¨¬ ° ¡®² ¬, ¨±ª«¾· ¿, ¡»²¼ ¬®¦¥², °³ª®¢®¤±²¢®�. �¥©±«¥° , ® ®® ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥¤®±²³¯®, ¿¢«¿¥²±¿ ¤ «¥ª® ¥ ¯°®±²»¬ ¤¥«®¬. �®²¿¢ ª¨£¥ �. �. �³±° ¥¢  ¨ �. �. �³² ²¥« ¤§¥ ¨¬¥¥²±¿  ¨¢®¥ (± ²®·ª¨ §°¥¨¿  ¨¢®©²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢) ®¡®±®¢ ¨¥ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»µ ¬¥²®¤®¢, ¢±¥-² ª¨, ± ²®·ª¨ §°¥-¨¿  ¢²®° , ¡»«® ¡» ¯®«¥§»¬ ¨¬¥²¼ ª ª®¥-«¨¡® °³ª®¢®¤±²¢® ¯® ®¡®±®¢ ¨¾ ¨±·¨±«¥-¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ, ®°¨¥²¨°®¢ ®¥   ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥¯®¤£®²®¢«¥®£® ·¨² ²¥«¿,·²®¡» ® ¬®£ ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢  ª²³ «¼®¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ. �²³ ¶¥«¼ ¨±² ¢¨², ¨ ®²· ±²¨ °¥¸ ¥² ¯°¥¤« £ ¥¬ ¿ ° ¡®² . � ±ª®«¼ª® ½²® ³¤ «®±¼, ±³¤¨²¼ ¥  ¬,  ·¨² ²¥«¾, ®, ±  ¸¥© ²®·ª¨ §°¥¨¿, ¨§«®¦¥¨¥, ¯°¥¤« £ ¥¬®¥ � ¸¥¬³ ¢¨¬ ¨¾,®²«¨· ¥²±¿ ²¥¬, ·²® ¥² ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¢ £«³¡®ª¨µ § ¨¿µ ª³°±®¢ «®£¨ª¨ ¨ ®±®¢ ¨©¬ ²¥¬ ²¨ª¨. �®±² ²®·® § ¨¿ ½«¥¬¥² °®© ( ¨¢®©) ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢, ª³°±    -«¨§  ¢ ®¡º¥¬¥ 2-µ «¥² ³¨¢¥°±¨²¥²±ª®£® ª³°±  ¨«¨ ª³°±  ¯¥¤ £®£¨·¥±ª®£® ¨±²¨²³² .�¥« ²¥«¼® § ª®¬±²¢® ± ²¥®°¨¥© ¬¥°», µ®²¿ ¡» ± ¬®¥ ½«¥¬¥² °®¥. �±²¥±²¢¥®,±«¥¤³¥² µ®°®¸® § ²¼ ²¥®°¨¾ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²®  ¸  ° ¡®²  ¢»¯®«¨² ²³ ¦¥ °®«¼, µ®²¿ ¡» ®²· ±²¨, ·²®¨ °³ª®¢®¤±²¢® �. �¥©±«¥° . �±²¥±²¢¥®, ¬» ¥ ¯°¥²¥¤³¥¬ § ¬¥¨²¼ ¥£®,   ¨¬¥¥¬¶¥«¼ «¨¸¼ · ±²¨·® § ¯®«¨²¼ ¨¬¥¾¹¨©±¿ ¯°®¡¥« ¢ «¨²¥° ²³°¥. � ¸¥© ¶¥«¼¾ ¿¢«¿-¥²±¿ ² ª¦¥ ¯®ª § ²¼, ª ª¨¬ ®¡° §®¬ ®±®¢»   «¨§  ¬®¦® ¯°¥¯®¤ ¢ ²¼   ¿§»ª¥ ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ, ¯®½²®¬³ ¬» ¯°¥±«¥¤³¥¬ ¨ ¥ª®²®°³¾ ¬¥²®¤¨·¥±ª³¾¶¥«¼.�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¥¤« £ ¥¬ ¿ ¨¦¥ ¬¥²®¤®«®£¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¡»«  ¯°¥¤«®¦¥-  ¢ ª ·¥±²¢¥ ¤¨¯«®¬»µ ° ¡®² ±²³¤¥² ¬ �»ª²»¢ª °±ª®£® ³¨¢¥°±¨²¥²  �. �. �¢ -®¢®© (»¥ � ²¢¥¥¢ ) ¨ �. �. �¨¸¥«®¢®© ¢ 1994 £®¤³. �¤ ª® ¤® ª®¶  °¥¸¨²¼¯®±² ¢«¥³¾ § ¤ ·³ ²®£¤  ¥ ³¤ «®±¼, ® °¥§³«¼² ²®¬ ¿¢¨«®±¼ ³¯®¬¿³²®¥ ³·¥¡®¥¯®±®¡¨¥ �. �. �®¢¿£¨  ¨ �. �. � ²¢¥¥¢®©, ª®²®°®¥, ª®¥·®, ¤ «¥ª® ¥¡¥§³¯°¥·®,® ¤ ¥² ¥¯«®µ®© ¯°¨¬¥° ¬¥²®¤¨·¥±ª®© ° §° ¡®²ª¨, ª®²®° ¿ ¯°¨¬¥¿¥²±¿ ¢ �»ª²»¢-ª °±ª®¬ ³¨¢¥°±¨²¥²¥   ´¨«®«®£¨·¥±ª®¬ ¨ ´¨®-³£®°±ª®¬ ´ ª³«¼²¥² µ.5�



�« ¢  2.�¥±² ¤ °²®¥° ±¸¨°¥¨¥
x2.1. �¥°» ¨ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¥� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬»  ¯®¬¨¬ ¥ª®²®°»¥  ±¯¥ª²» ²¥®°¨¨ ¬¥°» ¨ ¨²¥£°¨°®-¢ ¨¿. �¨² ²¥«¼, § ª®¬»© ± ½²¨¬¨ ¢®¯°®± ¬¨, ¬®¦¥² ¯°®¯³±²¨²¼ ½²®² ¯ ° £° ´,®¤ ª® ±«¥¤³¥² ³·¥±²¼, ·²® ¯°¨ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¨ ¯® ª®¥·®  ¤¤¨²¨¢»¬ ´³ª¶¨¿¬¥±²¼ ¥ª®²®°»¥ ®±®¡¥®±²¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.1.1.�®¥·®  ¤¤¨²¨¢®© ¬¥°®© (¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¯°®±²® { ¬¥°®©) ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼´³ª¶¨¾ � : A �! [0;+1], § ¤ ³¾   ¥ª®²®°®©  «£¥¡°¥ A ¯®¤¬®¦¥±²¢1 ¥¯³-±²®£® ¬®¦¥±²¢  I, ®¡« ¤ ¾¹³¾ ±¢®©±²¢ ¬¨:1. �; = 0,2. ¥±«¨ A \ B = ; ¨ A;B 2 A , ²® �A [ B = �A+ �B.�«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¯®§¢®«¿¥² ±·¨² ²¼, ·²® A = 2I .�¥®°¥¬  2.1.1.(±¬. [2, ±. 344]). �±¿ª ¿ ¬¥°  ¤®¯³±ª ¥² ¯°®¤®«¦¥¨¥   ¢±¾  «£¥¡°³ 2I .� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ A =2 A . � ±±¬®²°¨¬ ¯®¤ «£¥¡°³ ¢ 2I , ¯®°®¦¤¥³¾ ¬®¦¥±²¢®¬ A [ fAg.�¥²°³¤® ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ²®¬, ·²® ² ª³¾ ¯®¤ «£¥¡°³ ®¡° §³¾² ¬®¦¥±²¢  ¢¨¤  (A\B)[(A0 \C), £¤¥ B;C 2 A ,   § ª 0 ®§ · ¥² ²¥®°¥²¨ª®-¬®¦¥±²¢¥®¥ ¤®¯®«¥¨¥.1� ¯®¬¨¬, ·²®  «£¥¡°  ¯®¤¬®¦¥±²¢ { ½²® ¬®¦¥±²¢® ¯®¤¬®¦¥±²¢, § ¬ª³²®¥®²®±¨²¥«¼® ²¥®°¥²¨ª®-¬®¦¥±²¢¥»µ ®¯¥° ¶¨©.



2.1. ���� � �������������� 23�¯°¥¤¥«¨¬ ²¥¯¥°¼ ®²®¡° ¦¥¨¿, § ¤ »¥ ¯° ¢¨« ¬¨:�1 : �1(A \ B) = inff�S : S � A \ Bg;�2 : �2(A0 \C) = supf�T : T � A0 \ Cg:e� : e� �(A \ B) [ �A0 \ C�� = �1(A \B) + �2(A0 \ C):�±«¨ S � A \ B, ²® S0 \ B � (A0 [B0) \ B = A0 \B. � ª¨¬ ®¡° §®¬,�S + sup�T � �S + �(S0 \B) � � �S [ �S0 \ B�� = �(S [ B) � �B:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, �1(A \ B) + �2(A0 \ B) � �B ¤«¿ ª ¦¤®£® B 2 A . �®·® ² ª¦¥ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¨ ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥ ¥° ¢¥±²¢®, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, e�B = �B, ²® ¥±²¼´³ª¶¨¿ e� ¯°®¤®«¦ ¥² �.�®ª ¦¥¬  ¤¤¨²¨¢®±²¼ ¯°®¤®«¦¥¨¿. �³±²¼ (A \ B) \ (A \ C) = ;. �«¿  ¤¤¨-²¨¢®±²¨ ¤®±² ²®·® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® e�((A \ B) [ (A \ C)) = e�(A \ B) + e�(A \ C).�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ½²®£® ¢®§¼¬¥¬ " > 0. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¾² ¨§¬¥°¨¬»¥ ¬®¦¥±²¢ T � A \B; U � A \ C ² ª¨¥, ·²®�T < e�(A \ B) + "; �U < e�(A \ C) + ":� ª¨¬ ®¡° §®¬, �T [ U � �T + �U < 2".� ª ª ª T [ U � (A \ B) [ (A \C), ²®e�((A \B) [ (A \C)) � e�(A \ B) + e�(A \ C):�¡° ²®, ¤«¿ ª ¦¤®£® ¨§¬¥°¨¬®£® ¬®¦¥±²¢ V � (A \ B) [ (A \ C) = A \ (B [ C)¨¬¥¥¬ �V � �(V \ B \ C0) + �(V \ C).� ±¨«³ ®·¥¢¨¤®© ¬®®²®®±²¨ �, ¨¬¥¥¬ �(V \ B \ C0) � e�(A \ B), ² ª ª ªV \B \C0 � A \ (B [C) \ (B [ C0) = A \ B.� «®£¨·® ¯®«³· ¥¬, ·²® �(V \ C) � e�(A \ C).� ª¨¬ ®¡° §®¬, �V � e�(A\B)+ e�(A\C), ²® ¥±²¼ inf �T = e� ((A \ B) [ (A \ C)) �e�(A\B) + e�(A\C), ·²® ¨ ¤ ¥²  ¤¤¨²¨¢®±²¼. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬¥°³ � ¬®¦® ¯°®¤®«-¦¨²¼   ¥ª®²®°³¾ ¯®¤ «£¥¡°³ A 0 , ±®¤¥°¦ ¹³¾ A ± ±®µ° ¥¨¥¬  ¤¤¨²¨¢®±²¨.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ < A ; � >=< A 0 ; �0 >!< A 1 ; �1 >! : : : { ¶¥¯¼ ¯°®¤®«¦¥¨© ¬¥°± ±®µ° ¥¨¥¬  ¤¤¨²¨¢®±²¨. �¥²°³¤® ¯®¿²¼, ·²® ½²  ¶¥¯¼ ®£° ¨·¥ . �®½²®¬³¢ ³¯®°¿¤®·¥®¬ ¬®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ ¯°®¤®«¦¥¨© ¬¥°» � ± ¯®¤ «£¥¡°» A ±®£« ±® «¥¬-¬¥ �³° ²®¢±ª®£® { �®°  ±³¹¥±²¢³¥² ¬ ª±¨¬ «¼»© ½«¥¬¥². �±®, ·²® ½²® ¡³¤¥² ¤¤¨²¨¢®¥ ¯°®¤®«¦¥¨¥    «£¥¡°³ ¢±¥µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬®¦¥±²¢  I. � � ¬¥· ¨¿.1. �®ª §  ¿ ²¥®°¥¬  ¢®±µ®¤¨² ª �. � °±ª®¬³ [31].2. �°¨¢¥¤¥ ¿ ²¥®°¥¬  ° ¢®±¨«¼  ²¥®°¥¬¥ ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ³«¼²° ´¨«¼²° , ¬ -¦®°¨°³¾¹¥£® «¾¡®©  ¯¥°¥¤ § ¤ »© ´¨«¼²°.3. � ¤ «¼¥©¸¥¬ (±¬. 2.1.2) ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ½²³ ²¥®°¥¬³ ¤«¿ ¯°®¤®«¦¥¨¿ ¥ª®²®-°®© ±¯¥¶¨ «¼®© ¬¥°», ½ª¢¨¢ «¥²®© ¯® ±³²¨ ´¨«¼²°³ �°¥¸¥.



24 ����� 2. ������������� ����������4. �²°¥¬¿±¼ ª ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ³°®¢¾  £«¿¤®±²¨,   ±  ¸¥© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¬¥° { ¯®¿²¨¥ ¡®«¥¥  £«¿¤®¥, ·¥¬ ¯®¿²¨¥ ³«¼²° ´¨«¼²° , ¬» ¥ ¨§« £ ¥¬ ²¥®-°¨¾ ³«¼²° ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ¿¢®,   ¨±¯®«¼§³¥¬ ½²³ ª®±²°³ª¶¨¾ § ¢³ «¨°®¢ ®,®, ª ª ¯®ª §»¢ ¥² ¯°¨¢¥¤¥ ¿ ²¥®°¥¬ , ¬»  µ®¤¨¬±¿ ¢ ¨·³²¼ ¥ «³·¸¥© ±¨-²³ ¶¨¨ ®²®±¨²¥«¼® ª®±²°³ª²¨¢®±²¨ ¨ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ "±²°®¨¬®£®" ®¡º-¥ª² , ¨¡® ²¥®°¥¬  �. � °±ª®£® (ª ª ¨ ²¥®°¥¬  ª®¬¯ ª²®±²¨), ¢ ª®¥·®¬ ±·¥²¥,½ª¢¨¢ «¥²   ª±¨®¬¥ ¢»¡®° , ·²® ¤ ¥² ¯°¨¶¨¯¨ «¼³¾ ¥ª®±²°³ª²¨¢®±²¼¥±² ¤ °²®£® ° ±¸¨°¥¨¿.5. �ª §  ¿ ¢»¸¥ ¥ª®±²°³ª²¨¢®±²¼ ¯°®¤®«¦¥¨¿ ®¡³±«®¢«¨¢ ¥² ¨ ²®, ·²® ¬®-£³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ° §«¨·»¥ (¤ ¦¥ ¥¨§®¬®°´»¥!) ° ±¸¨°¥¨¿. �»¬¨ ±«®¢ -¬¨, ±³¹¥±²¢³¾² ° §«¨·»¥, ¤ ¦¥ ° §«¨·®© ¬®¹®±²¨ ±¨±²¥¬», ³¤®¢«¥²¢®°¿-¾¹¨¥ ¯°¨¶¨¯³ �¥©¡¨¶ . �® ¢±¥ ®¨ ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ «®£¨ª¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª ¥° §«¨·¨¬» (½«¥¬¥² °® ½ª¢¨¢ «¥²»), ·²® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ° ¢®¶¥®±²¼ ¢»-¢®¤®¢, ±¤¥« »µ ¢ ° §«¨·»µ ¬®¤¥«¿µ, ¨¡® ®²®±¨²¥«¼® ¯°¨¶¨¯  �¥©¡¨¶ ¨ ²¥®°¨¨ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ¢ ¨µ ¨±²¨» ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥ ¢»±ª §»¢ ¨¿.�¨² ²¥«¼, ®±¨«¨¢¸¨© ¯°¥¤»¤³¹¥¥ § ¬¥· ¨¥, ¢®§¬®¦® ¡³¤¥² ° §®· °®¢  ¨ § -¡°®±¨² ±¨¥ ²¢®°¥¨¥. �®¬³ ¦¥, ª²® ¥¹¥ § ¨²¥°¥±®¢ , ¬» °¥ª®¬¥¤³¥¬ ¢»¡°®±¨²¼¨§ £®«®¢» ¢±¥ ±²° µ¨ ¨ ®±² ®¢¨²¼±¿   ¯°¥¤« £ ¥¬®© ¨¦¥ "ª®±²°³ª¶¨¨" (ª ¢»·ª¨¨¬¥® ¨°®¨·¥±ª¨¥).�²¬¥²¨¬ ¥ª®²®°»¥ ¢ ¦»¥ ¤«¿ ¤ «¼¥©¸¥£® ±¢®©±²¢  ¬¥°». �®ª § ²¥«¼±²¢®¯°¥¤« £ ¥²±¿ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿.1. �«¿ «¾¡»µ ¬®¦¥±²¢ A ¨ B ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® �(A[B) = �A+�B��(A\B).2. �±«¨ rng� = f0; 1g, ²® ¤«¿ «¾¡»µ ¬®¦¥±²¢ A ¨ B ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® �(A\B) = �A�B.3. �«¿ «¾¡»µ ¬®¦¥±²¢ A ¨ B ¥±«¨ A � B, ²® �A � �B.� ¤ «¼¥©¸¥¬, ·²®¡» ¥ § £°®¬®¦¤ ²¼ ¨§«®¦¥¨¥, ¬» ¡³¤¥¬ ¨§« £ ²¼ ²¥®°¨¾¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ¤«¿ ¬¥° ±¯¥¶¨ «¼®£® ¢¨¤  (¥ ¬®£³ ¥ ¯®¤¥«¨²¼±¿ ²¥¬, ·²® ½²® ½ª¢¨-¢ «¥² ¥²°¨¢¨ «¼®£® ³«¼²° ´¨«¼²° ).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.1.2.�¥°³ �   ¬®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¥²°¨¢¨ «¼®©, ¥±«¨¤«¿ «¾¡®£® i 2 I �fig = 0.�²±¾¤  ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨ ¬¥°  ¥²°¨¢¨ «¼ , ²® «¾¡®¥ ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢®¨¬¥¥² ³«¥¢³¾ ¬¥°³.������. �²®² ¯°¨¬¥° ¢¥±¼¬  ¢ ¦¥ ¤«¿ ¤ «¼¥©¸¥£®, ¯®½²®¬³ °¥ª®¬¥¤³¥¬¤®±ª® «¼® ° §®¡° ²¼±¿ ¢® ¢±¥µ ¥£® ²®ª®±²¿µ.�³±²¼ F { ¬®¦¥±²¢® ¯®¤¬®¦¥±²¢ I, ¨¬¥¾¹¨µ ª®¥·»¥ ¤®¯®«¥¨¿ (ª®ª®¥·-»¥ ¬®¦¥±²¢ ). � ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® A = F [ F 0 (F 0 { ¤®¯®«¥¨¥ ¢ ¬®¦¥±²¢¥¢±¥µ ¯®¤¬®¦¥±²¢). �°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ª« ±± ¬®¦¥±²¢ A ¿¢«¿¥²±¿ «£¥¡°®© ¨ ´³ª¶¨¿ �, ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¯° ¢¨«®¬ �E = 1, ¥±«¨ E 2 F ¨ �E = 0, ¥±«¨E 2 F 0, § ¤ ¥²   A ¬¥°³. �°¨ ½²®¬ ª ¦¤®¥ ®¤®²®·¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¨¬¥¥² ¬¥°³ 0.



2.1. ���� � �������������� 25�²  ¬¥°  ¤®¯³±ª ¥² ¯°®¤®«¦¥¨¥ ¤® ¥²°¨¢¨ «¼®© ¬¥°», ª®²®°³¾ ¬» ¡³¤¥¬  -§»¢ ²¼ ¬¥°®© �°¥¸¥. � ±«³· ¥, ª®£¤  I = N, ½²  ¬¥°  ¯®¤ ¨¬¥¥¬ ¥²°¨¢¨ «¼®£®³«¼²° ´¨«¼²°  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢ °³ª®¢®¤±²¢¥ �. �¥©±«¥°  [10]. � ± ²®¦¥ ¢ ®±®¢®¬¡³¤¥² ¨²¥°¥±®¢ ²¼ ±«³· © I = N.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.1.3.�³±²¼ � { ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ ¬¥°    ¬®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬®¦¥±²¢  I.�³ª¶¨¾ p, ¤¥©±²¢³¾¹³¾ ¨§ I ¢ ¬®¦¥±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼¯°®±²®©, ¥±«¨ ¢ I ±³¹¥±²¢³¾² ¤¨§º¾ª²»¥ (¯®¯ °® ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿) ¯®¤¬®-¦¥±²¢  Ek (k = 1; 2; : : : ; n) ¨ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±«  ck (k = 1; 2; : : : ; n) ² ª¨¥, ·²®8 i 2 Ek p(i) = ck ¨ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¢±¥µ ¬®¦¥±²¢ Ek ¤ ¥² ¬®¦¥±²¢® I, ²® ¥±²¼ ¬®-¦¥±²¢® § ·¥¨© ¯°®±²®© ´³ª¶¨¨ ª®¥·®. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ´³ª¶¨¿ p ¿¢«¿¥²±¿¯°®±²®© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ¯°¥¤±² ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨¨¤¨ª ²®°®¢ (µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©) ¯®¯ °® ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬®¦¥±²¢ {p = nPk=1 ck�Ek .2�¯°¥¤¥«¨¬ ²¥¯¥°¼, ª ª ®¡»·®, ¯®²®·¥·®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¨ ®²®¸¥-¨¥ ¯®°¿¤ª    ¬®¦¥±²¢¥ RI ¢±¥µ ´³ª¶¨© ± domf � I; rngf � R. �±®, ·²®  °¨´-¬¥²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¥ ¢»¢®¤¿² ¨§ ª« ±±  ¯°®±²»µ ´³ª¶¨©. �°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢±¿ª ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ´³ª¶¨¿ ¬¨®°¨°³¥²±¿ ¥ª®²®°®© ¯°®±²®©, ²®¥±²¼ ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ i 2 If(i) � 0, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ¯°®±² ¿ ´³ª¶¨¿ p ² ª ¿, ·²® ¤«¿¢±¥µ i 2 I 0 � p(i) � f(i), ¯°¨·¥¬ ¥±«¨ f ¥ ²®¦¤¥±²¢¥»© ®«¼, ²® ² ª®¢  ¦¥ ¨ p.�°¥¤« £ ¥¬ ² ª¦¥ ¤®ª § ²¼, ·²® ¢±¿ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¥±²¼ ° §®±²¼ ¤¢³µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ´³ª¶¨©, ²® ¥±²¼ f = f+�f�, £¤¥ f� { ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ · ±²¨ ´³ª¶¨¨f , ¿¢«¿¾¹¨¥±¿  ¨¬¥¼¸¨¬¨ ¨§ ´³ª¶¨© u � �f ±®®²¢¥²±²¢¥®.3�¥¬¬  2.1.1.�¾¡»¥ ¤¢¥ ¯°®±²»¥ ´³ª¶¨¨ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥» ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨- ¶¨¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨© ®¤¨µ ¨ ²¥µ ¦¥ ¬®¦¥±²¢.� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ p = nPk=1 ck�Ek ; q = mPl=1 dl�Fl . �¡®§ ·¨¬ Tkl = Ek \ Fl. �¬¥¥¬ Tkl \Tk0l0 = Ek \ Fl \ Ek0 \ Fl0 = Ek \ Ek0 \ Fl \ Fl0 = ;. � ¤°³£®© ±²®°®», n;mSk=1;l=1Tkl =n;mSk=1;l=1 (Ek \ Fl) = nSk=1Ek \ mSl=1Fl = I.�¬¥¥¬ ¤«¿ i 2 Tkl, ² ª ª ª Tkl � Ek; p(i) = ck. � «®£¨·® ¤«¿ i 2 Tkl, ² ª ª ªTkl � Fl; q(i) = dl. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, p = nPk=1 mPl=1 ck�Tkl . � «®£¨·® q = nPk=1 mPl=1 dl�Tkl .��¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.1.4.�¢¥¤¥¬ ¯®¿²¨¥ ¨²¥£° «  ®² ´³ª¶¨¨ f 2 RI .2�«¿ E � I µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯° ¢¨«®¬ � : �E(i) =( 1; ¥±«¨ i 2 E0; ¥±«¨ i =2 E .3�®±²°³ª²¨¢® f�(i) = max(�f(i); 0).



26 ����� 2. ������������� ����������1. �±«¨ p { ¯°®±² ¿ ´³ª¶¨¿, ²® ¯®«®¦¨¬ R pd� = nPk=1 ck�Ek.2. �«¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ´³ª¶¨¨ f ®¯°¥¤¥«¨¬Z fd� = sup�Z pd� : p ¯°®±² ¿ ¨ 8 i 2 I 0 � p(i) � f(i)� :3. �«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ´³ª¶¨¨ f ¯®«®¦¨¬ R fd� = R f+d�� R f�d�:4. �«¿ ¬®¦¥±²¢  E � I ¯®«®¦¨¬ RE fd� = R f�Ed�.� ¤ «¼¥©¸¥¬, ¥ ³¬ «¿¿ ®¡¹®±²¨ ° ±±¬®²°¥¨©, ±·¨² ¥¬, ·²® �I = 1.�¥®°¥¬  2.1.2.�«¿ «¾¡»µ ´³ª¶¨© f; g 2 RI ¨ «¾¡®£® ¢¥¹¥±²¢¥®£® ·¨±«  � ±¯° ¢¥¤«¨¢®1. R (f + g)d� = R fd� + R gd�.2. �±«¨ f(i) = r 2 R ¤«¿ ¢±¥µ i 2 I, ²® R fd� = r.3. R �fd� = � R fd�.4. �±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ i 2 I f(i) � g(i), ²® R fd� � R gd�.� � � � � � � � � � � � � � ¯°®¢¥¤¥¬ ¢ ¥±ª®«¼ª® ½² ¯®¢.1. �³±²¼ ± · «  p; q { ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¯°®±²»¥ ´³ª¶¨¨. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®®¨ ¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨© ®¤¨µ ¨ ²¥µ ¦¥¬®¦¥±²¢, ²® ¥±²¼ p = nXk=1 ck�Ek ; q = nXk=1 dk�Ek :�®£¤  ¤«¿ i 2 Ek ¡³¤¥² p(i) + q(i) = ck + dk, ²® ¥±²¼(p+ q)(i) = nXk=1(ck + dk)�EK¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, R (p+ q)d� == nXk=1(ck + dk)�Ek = nXk=1 ck�Ek + nXk=1 dk�Ek = Z pd�+ Z qd�:2. �³±²¼ � 2 R ¨ � � 0. �®£¤  ¤«¿ ¯°®±²®© ¯®«®¦¨²¥«¼®© ´³ª¶¨¨ p = nPk=1 ck�Ek¨¬¥¥¬ R �pd� = nPk=1�ck�Ek = � nPk=1 ck�Ek = � R pd�.� · ±²®±²¨, R 0d� = 0, ¨ ¤«¿ ¯®±²®¿®© ¯®«®¦¨²¥«¼®© ´³ª¶¨¨ x : x(i) = r � 0¨¬¥¥¬ R xd� = r.43. �³±²¼ ²¥¯¥°¼ f; g { ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ´³ª¶¨¨. �®ª ¦¥¬ ¤«¿ ¨µ  ¤¤¨²¨¢®±²¼¨²¥£° « .�³±²¼ p; q { ¯°®±²»¥ ¬¨®° ²» ´³ª¶¨© f ¨ g ±®®²¢¥²±²¢¥®. � ª ª ª p+ q �f + g, ²® R (p+ q)d� = R pd�+ R qd� � R fd� + R gd�.4� ½²®¬ ±«³· ¥ x = r�I .



2.1. ���� � �������������� 27� ª ª ª p+ q { ®¤  ¨§ ¬¨®° ² ´³ª¶¨¨ f + g, ²®, ¯¥°¥µ®¤¿ ª ²®·®© ¢¥°µ¥©£° ¨ ¯® ¢±¥¢®§¬®¦»¬ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ ¯°®±²»¬ ´³ª¶¨¿¬ s � f +g, ¯°¥¤±² ¢«¿¿ ¨µ¢ ¢¨¤¥ s = p+ q, £¤¥ p � f; q � g, ¯®«³·¨¬, ·²® R (f + g)d� � R fd� + R gd�.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯°®²¨¢®¯®«®¦®£® ¥° ¢¥±²¢  ¢®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ " > 0¨ ¯® ¥¬³ ¯®¤¡¥°¥¬ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¯°®±²»¥ p; q ² ª, ·²®¡» ¢»¯®«¿«®±¼p � f ¨ q � g² ª¨¥ ¯°®±²»¥ ´³ª¶¨¨, ·²®Z pd� > Z fd�� " ¨ Z qd� > Z gd�� ":�®£¤ , ² ª ª ª p+ q � f + g, ¯®«³·¨¬R (p+ q)d� = R pd�+ R qd� > R fd� � "+ R gd�� ".�¥°¥µ®¤¿ ª ²®·®© ¢¥°µ¥© £° ¨, ¨¬¥¥¬:Z (f + g)d� � Z fd� + Z gd�� 2":� ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨ " ®²±¾¤  ¯®«³· ¥¬, ·²®Z (f + g)d� � Z fd� + Z gd�:�²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥²  ¤¤¨²¨¢®±²¼ ¨²¥£° «  ¤«¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ´³ª¶¨©.�·¥¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ � � 0 ¨ f { ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ´³ª¶¨¿, ²®, ² ª ª ª �p � �f²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  p � f ,Z �fd� = sup�Z �pd� : p � f� == sup�� Z pd� : p � f� = � sup�Z pd� : p � f� = � Z fd�:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¤®°®¤®±²¼ ¤«¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ´³ª¶¨© ¤®ª §  .4. �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼  ¤¤¨²¨¢®±²¼ ¨²¥£° «  ¤«¿ ´³ª¶¨© ¯°®¨§¢®«¼®£® § ª .�³±²¼ ± · «  h = u � v, £¤¥ u; v { ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ´³ª¶¨¨. �®£¤ , ² ª ª ªh+ � h, ¡³¤¥² h+ � u ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ©¤¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ´³ª¶¨¿ w ² ª ¿,·²® u = h+ + w.�¬¥¥¬: v = u�h = h++w� (h+�h�) = h�+w. � ª ª ª h�; w { ¯®«®¦¨²¥«¼»,R vd� = R h�d� + R wd�.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³· ¥¬: R fd�+ R gd� = R f+d�� R f�d�++ R g+d�� R g�d� =R (f+ + g+)d� � R (f� + g�)d�.�¡®§ · ¿ u = f+ + g+; v = g� + f�, ¯®«³· ¥¬ R fd� + R gd� == R (f+ + g+ � (f� + g�)) d� = R (f + g)d�.5. � «¥¥ ¨¬¥¥¬ (�f)� = f�. �®½²®¬³ R (�f)d� = R (�f)+d� � � R (�f)�d� =R f�d� � R f+d� = � R fd�.�±«¨ ²¥¯¥°¼ f { ´³ª¶¨¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® § ª  ¨ � { ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®, ²® ¯°¨� � 0 ¡³¤¥² R �fd� = R (�f)+d�� R (�f)�d� = � R fd�� � R f�d� = � R fd�. �°¨ ®²°¨-¶ ²¥«¼®¬ ¦¥ � ¯®«³· ¥¬, ·²® R (�f)d� = R �(��f)d� = � R (��f)d� = �(��) R fd� =� R fd�.



28 ����� 2. ������������� ����������6. � ª¨¬ ®¡° §®¬, «¨¥©®±²¼ ¨²¥£° «   ¬¨ ¤®ª §  . �±² ¥²±¿ ¯°®¢¥°¨²¼¢®§¬®¦®±²¼ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ¥° ¢¥±²¢.�«¿ ¯°®±²»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ´³ª¶¨© "p � q ¢«¥·¥² R pd� � R qd�", ¯®«³· ¥²±¿¯®·²¨ ²°¨¢¨ «¼®. �°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¢®§¬®¦®±²¼ ¢ ½²®¬ ³¡¥¤¨²¼±¿.�±«¨ 0 � f � g, ²®, ² ª ª ª p � f ¢«¥·¥² p � g, R fd� = sup�R pd� : p � f	 �sup�R pd� : p � g	 = R gd�.�±«¨ ¦¥ f; g { ´³ª¶¨¨ ¯°®¨§¢®«¼®£® § ª  ¨ f � g, ²®, ² ª ª ª g � f � 0,R (g�f)d� � 0. �±µ®¤¿ ¨§  ¤¤¨²¨¢®±²¨ ¨²¥£° « , ¨¬¥¥¬: R gd��R fd� = R (g�f)d� �0, ²® ¥±²¼ R fd� � R gd�.� ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¯°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¯°®¢¥°¨²¼ ¥° ¢¥±²¢® ��R fd��� �R jf jd�. ��°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ 2.1.2 ¤«¿ ¨²¥-£° «  ¯® ¬®¦¥±²¢³.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.1.5.�¢¥ ´³ª¶¨¨ f ¨ g  §®¢¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ¥±«¨ �fi 2 I : f(i) 6= g(i)g = 0.�¡®§ ·¨¬ S { ¬®¦¥±²¢® ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¥© ´³ª¶¨© ¨§ RI .�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ½²® ®²®¸¥¨¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¿¢«¿¥²±¿ ®²-®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨, ²® ¥±²¼ ±¨¬¬¥²°¨·®, °¥´«¥ª±¨¢® ¨ ²° §¨²¨¢®. �¥¬± ¬»¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ´³ª¶¨© RI ° §¡¨¢ ¥²±¿   ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ª« ±±» ½ª¢¨¢ -«¥²®±²¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.1.6.�«¿ ½«¥¬¥²®¢ f; g 2 S ±·¨² ¥¬, ·²® f � g ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨�fi 2 I : f(i) � g(i)g = 1:�¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® ²¥¬ ± ¬»¬ ®¯°¥¤¥«¥® ®²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª    ¬®¦¥±²¢¥ S.� ¬¥· ¨¥. �¨² ²¥«¼, § ª®¬»© ± ²¥®°¨¥© ¬¥°», ¯®¨¬ ¥², ·²® ¢¢¥¤¥®¥ ¬®-¦¥±²¢® ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ { ½²® ¬®¦¥±²¢® ¨§¬¥°¨¬»µ ´³ª¶¨© (®²±¾¤  ¨ ®¡®-§ ·¥¨¥),   ¬®¦¥±²¢® ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ®£° ¨·¥»µ ´³ª¶¨© ¢ ±«³· ¥ ª®¥·®© ¬¥°»¤ ¥² ¬®¦¥±²¢® ±³¬¬¨°³¥¬»µ ´³ª¶¨©.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¤®ª § ²¼, ·²® § ·¥¨¥ RE fd� ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¯°¥¤-±² ¢¨²¥«¿ ¢ ª« ±±¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨, ²® ¥±²¼ ¨²¥£° « ®¯°¥¤¥«¥ ¨ ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢S, ®¡« ¤ ¿ ¢±¥¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¨§ ²¥®°¥¬» 2.1.2.x2.2. �¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¬¥°³ �°¥¸¥   ¬®¦¥±²¢¥  ²³° «¼»µ ·¨±¥«.�°¨ ½²®¬ ´³ª¶¨¨, ª®²®°»¥ ¤¥©±²¢³¾² ¨§ ¬®¦¥±²¢  N ¢ R, ¿¢«¿¾²±¿ ®¡»·»¬¨ ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨. �®½²®¬³, ±«¥¤³¿ ²° ¤¨¶¨¨ ¨ ¨§ ±®®¡° ¦¥¨©  £«¿¤®±²¨, ¡³¤¥¬®¡®§ · ²¼ ¨µ ¡³ª¢ ¬¨ x; y; : : :,   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ § ·¥¨¿ (·«¥» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®-±²¨) xk; yn; : : :. �±¯®«¼§³¿ ²¥°¬¨®«®£¨¾ ²¥®°¨¨ ¬¥°», ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¥ª®²®°®¥±¢®©±²¢® ¢»¯®«¥® ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N (¨«¨, ª®°®·¥, ¯®·²¨ ¢±¾¤³), ¥±«¨ ¬®¦¥±²¢® ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ¤«¿ ª®²®°»µ ½²® ±¢®©±²¢® ¢»¯®«¥®, ¨¬¥¥² ¥¤¨¨·³¾ ¬¥°³ �°¥-



2.2. ����������������� ����� 29¸¥ (¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®, ¬®¦¥±²¢® ·¨±¥«, ¤«¿ ª®²®°»µ ®® ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±² , ¨¬¥¥²¬¥°³ ®«¼).5�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.2.1.�¡®§ ·¨¬ < { ¬®¦¥±²¢® ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¨§ RN¯® ¬¥°¥ �°¥¸¥ ¨  §®¢¥¬ ¥£® ¬®¦¥±²¢®¬ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.�¥²°³¤® ¯®¿²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£®®¬¥° , ½ª¢¨¢ «¥²» (¨¡® ¤®¯®«¥¨¥ ¬®¦¥±²¢ ,   ª®²®°®¬ ®¨ ° §«¨·», ª®¥·®)¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¯°¥¤¥«¿¾² ®¤® £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®.�®£« ±® ±®£« ¸¥¨¾ ®¡  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨¿µ  ¤ ´³ª¶¨¿¬¨ ®¯¥° ¶¨¨ ¢¬®¦¥±²¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¢¢®¤¿²±¿ "¯®·«¥®". �®ª ¦¥¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® £¨-¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ®¡° §³¥² ³¯®°¿¤®·¥®¥ ¯®«¥.�¥¬¬  2.2.1.�³±²¼ � { ¬¥°  �°¥¸¥   ¬®¦¥±²¢¥  ²³° «¼»µ ·¨±¥«. �³±²¼, ¤ «¥¥, A �N; B � N { ¬®¦¥±²¢  ³«¥¢®© ¬¥°». �®£¤  �(A [B) = 0.� � � � � � � � � � � � � �.�°¨¢¨ «¼® ±«¥¤³¥² ¬§ ±¢®©±²¢ ¬¥°», ®²¬¥·¥»µ   ±²°. 24 ��¥®°¥¬  2.2.1.�«¿ «¾¡»µ x; y; z 2 <1: z = x+ y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µn 2 N zn = xn + yn,2: z = xy ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µn 2 N zn = xnyn,3: z = x� y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µn 2 N zn = xn � yn,4: z = xy ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µn 2 N zn = xnyn , ¥±«¨, ¥±²¥±²¢¥®, ¯®·²¨ ¢±¾¤³ y ®²«¨·® ®² ³«¿,5: x = y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µn 2 N xn = yn,6: x � y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µn 2 N xn � yn,7: ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ½«¥¬¥²®¢ x; y 2 < «¨¡®, x � y«¨¡® y � x.� � � � � � � � � � � � � �.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢¢¥¤¥®¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ 2.1.5 ®²-®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ³±²®©·¨¢® ®²®±¨²¥«¼®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨© ¨ ®²®-¸¥¨¿ ¯®°¿¤ª .�³±²¼ x(1) � x(2); y(1) � y(2). �®ª ¦¥¬, ·²® x(1) + y(1) � x(2) + y(2). �²±¾¤ ±° §³ ¡³¤¥² ±«¥¤®¢ ²¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ 1. �²¢¥°¦¤¥¨¿ 2, 3, 4 ¤®ª §»¢ ¾²±¿   «®£¨·®,¨ ¨µ ¯°®¢¥°ª  ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾.5�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¯®·²¨ ¢±¥ ´ ª²», ¨§« £ ¥¬»¥ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬, ¨¬¥¾² ¬¥±²® ¤«¿ ¯°®-¨§¢®«¼®© ¥²°¨¢¨ «¼®© ¬¥°». �°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾  ©²¨ ²¥ ¬¥±² , ¢ ª®²®°»µ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ³¦  ±¯¥¶¨´¨ª  ¬¥°».



30 ����� 2. ������������� �����������¡®§ ·¨¬ Ex = fn 2 N : x(1)n = x(2)ng,Ey = fn 2 N : y(1)n = y(2)ng.�®£¤  � (Ex \ Ey)0 = � �E0x [ E0y� = 0, ² ª ª ª ¬®¦¥±²¢  Ex ¨ Ey ¨¬¥¾² ¥¤¨¨·-³¾ ¬¥°³.� ª¨¬ ®¡° §®¬, � (Ex \Ey) = 1 ¨, ² ª ª ª ¤«¿ ¢±¥µ n 2 Ex \ Ey, x(1)n + y(1)n =x(2)n + y(2)n. �²±¾¤  ¨ ±«¥¤³¥² ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ±³¬¬.�®ª ¦¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ 5 (³²¢¥°¦¤¥¨¥ 6 { ½²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ° ¢¥±²¢  ª« ±±®¢ ½ª¢¨-¢ «¥²®±²¨). �³±²¼ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N xn � yn. �®£¤  ¥±«¨ x" � x; y" � y, ²®x"n � y"n ¯®·²¨ ¢±¾¤³, ¨¡® ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N ¡»«® ¡» ¢»¯®«-¥® xn = x"n � y"n = yn, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¾.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  «¨¥©®±²¨ ¯®°¿¤ª  ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® x; y 2 <. �®¯³±²¨¬,¤ «¥¥, ·²® ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N ¥¢¥°®, ·²® xn � yn. �®£¤ , ®¡®§ ·¨¢E = fn 2 N : ¥¢¥°®, ·²® xn � yng;¯®«³·¨¬ ¤«¿ n 2 E xn > yn, ²® ¥±²¼ x > y ¯®·²¨ ¢±¾¤³ (² ª ª ª ¬¥°  ¬®¦¥±²¢  E,®·¥¢¨¤®, ° ¢  ¥¤¨¨¶¥). �� ¬¥· ¨¥. �¥®°¥¬  2.2.1 ¤ ¥² ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ®²®¸¥¨¿ ¯®°¿¤ª  ¨  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ®¯¥° ¶¨© ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³ª¶¨©. � ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬», ¤®¯³±ª ¿ ®¡»·³¾¢®«¼®±²¼, ¡³¤¥¬ ®²®¦¤¥±²¢«¿²¼ ´³ª¶¨¨ ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ª« ±± ¬¨ ½ª¢¨¢ «¥²-®±²¨. �¡»·® ² ª®¥ ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¥ ¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¥¤®° §³¬¥¨¿¬. �®±ª®«¼ª³ ¸¨ ´³ª¶¨¨ { ½²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ²® · ±²® ¡³¤¥¬ ¨µ § -¯¨±»¢ ²¼ ¢ ° §¢¥°³²®¬ ¢¨¤¥ x = (x0; x1; x2; : : :). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³· ¥²±¿, ·²®x + y = (x0; x1; : : :) + (y0; y1; : : :) = (x0 + y0; x1 + y1; : : :). � «®£¨·® ¨ ¤«¿ ¤°³£¨µ®¯¥° ¶¨© ¨ ®²®¸¥¨¿ ¯®°¿¤ª .�¥®°¥¬  2.2.1 ¯®ª §»¢ ¥², ·²® · ±²¼ § ¤ ·¨  ¬¨ ¢»¯®«¥ ,   ¨¬¥®: ¬®¦¥±²¢®< ¿¢«¿¥²±¿ ³¯®°¿¤®·¥»¬ ¯®«¥¬, ½«¥¬¥²» ª®²®°®£® ¬®¦® ¬»±«¨²¼, ±®£« ±® ¯°¥-¤»¤³¹¥¬³ § ¬¥· ¨¾, ª ª ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ®²®¦¤¥±²¢«¥»¥¯® ®²®¸¥¨¾ ±®¢¯ ¤¥¨¿ ¯®·²¨ ¢±¾¤³. �±²¥±²¢¥®¥ ¢«®¦¥¨¥ ¯®«¿ ¢¥¹¥±²¢¥»µ·¨±¥« ¢ ¯®«¥ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤ «¥¥. �¥ª®¬¥¤³¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¯°®¢¥-°¨²¼, ·²® ½²® ¢«®¦¥¨¥ ±®µ° ¿¥²  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¨ ¯®°¿¤®ª. �®«¥¥ ²®£®,®® ¨º¥ª²¨¢®.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.2.2.�±²¥±²¢¥»¬ ¢«®¦¥¨¥¬ (¯®«¿ R ¢ ¯®«¥ <)  §®¢¥¬ "±² ¶¨® °³¾" ´³ª¶¨¾e : ern = r ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N.� ±¢¿§¨ ± ¢»¸¥±ª § »¬ ¬» ¬®¦¥¬ ¥ ° §«¨· ²¼ er ¨ r 2 R. �®«¥¥ ²®£®, ¿±®,·²® ³«¥¬ ¯®«¿ < ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥² e0,   ¥¤¨¨¶¥© { e1, ª®²®°»¥ ¬», ±«¥¤³¿  ¸¥¬³±®£« ¸¥¨¾, ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ 0 ¨ 1 ±®®²¢¥²±²¢¥®. �¥¬ ± ¬»¬ ¯®«³· ¥²±¿, ·²® ®²®-¡° ¦¥¨¥ e ¿¢«¿¥²±¿ ¬®®¬®°´¨§¬®¬ ¯®«¿ R ¢ ¯®«¥ <. �²°®£® £®¢®°¿,  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥®¯¥° ¶¨¨ ¨ ®²®¸¥¨¿ ° ¢¥±²¢  ¨ ¯®°¿¤ª  ¢ ¯®«¥ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ±«¥¤®¢ «®¡» ®¡®§ · ²¼ ¤°³£¨¬¨, ®²«¨·»¬¨ ®² ²¥µ, ª®²®°»¥ ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ¤«¿ ®¡®§ ·¥¨¿¨µ ¢ ¯®«¥ R, § ·ª ¬¨, ®, ¡« £®¤ °¿  «¨·¨¾ ³¯®¬¿³²®£® ¬®®¬®°´¨§¬ , ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¨ ®²®¸¥¨¿   < ¿¢«¿¾²±¿ ¯°®¤®«¦¥¨¿¬¨ ¨µ   «®£®¢ ¢ ¯®«¥¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¯®½²®¬³ ¬» ¥ ¢¢®¤¨¬ ®¢»µ ®¡®§ ·¥¨© ¤«¿ ¨µ.



2.2. ����������������� ����� 31� «¥¥ ¬» ®¡®¡¹¨¬ ²¥®°¥¬³ 2.1.2 ¤«¿ ¨²¥£° «  ¯® ¬¥°¥ �°¥¸¥. � ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿¢ ¦»¥ ¤«¿ ¤ «¼¥©¸¥£® ¯®¿²¨¿.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.2.3.�®¤³«¥¬ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®£® ·¨±«  x  §®¢¥¬ ·¨±«® jxj, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ´³ª¶¨¥©(jxj)n = jxnj.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.2.4.�¨±«® " 2 < ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¬, ¥±«¨ 8n �n 2 N n f0g � j"j < 1n �.�®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ·¨±¥« ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ I.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.2.5.�¡®§ ·¨¬ F = fx 2 < : 9n (n 2 N& jxj � n)g. �®¦¥±²¢® F  §®¢¥¬ ¬®¦¥-±²¢®¬ ª®¥·»µ ·¨±¥«,   ° §®±²¼ <nF { ¬®¦¥±²¢®¬ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«.� ¸¥© ¡«¨¦ ©¸¥© ¶¥«¼¾ ¡³¤¥² ¯®ª § ²¼, ·²® ¢¢¥¤¥»¥ ¯®¿²¨¿ ¥²°¨¢¨ «¼».�®, ·²®, ®·¥¢¨¤®, 0 2 I,   R � F , ¡®«¼¸®© °®«¨ ¥ ¨£° ¥². � ± ¨²¥°¥±³¾² ¥³«¥¢»¥¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ·¨±« !�¥®°¥¬  2.2.2.1: x 2 F ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  R xd� ª®¥·¥.2: " 2 I ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  R "d� = 0.3: x 2 F ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¥ª®²®°®£® " 2 I ¨ ¥ª®²®°®£®r 2 R ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® x = r + ".� � � � � � � � � � � � � �.1. �±«¨ x 2 F , ²® ¤«¿ ¥ª®²®°®£® n 2 N ¢»¯®«¥® �n � x � n ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 2.1.2, � R nd� � R xd� � R nd�. �¥¬ ± ¬»¬ �n � R x � n, ²® ¥±²¼¨²¥£° « ª®¥·¥.�¡° ²®, ¯³±²¼ R xd� ª®¥·¥. �±«¨ ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® x =2 F , ²® ¤«¿ ¢±¥µ  ²³-° «¼»µ n ¡³¤¥² x > n (¬» ±·¨² ¥¬ ·¨±«® x ¯®«®¦¨²¥«¼»¬). �²¥£°¨°³¿ ¯®±«¥¤¥¥¥° ¢¥±²¢®, ¯®«³· ¥¬, ·²® R xd� > n ¤«¿ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ n, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨²ª®¥·®±²¨ ¨²¥£° « .� ±«³· ¥ ¦¥, ¥±«¨ ·¨±«® x ¨¬¥¥² ¯°®¨§¢®«¼»© § ª, ²® ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ R xd� ª ª° §®±²¼ ¨²¥£° «®¢ ®² ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ·¨±¥«, § ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ ¡¥±ª®¥·®±²¨·¨±«  µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ¨²¥£° «®¢ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®¥·»¬.2. �±«¨ " ¡¥±ª®¥·® ¬ «®, ²® ¤«¿ «¾¡®£® ¥³«¥¢®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  m j"j <1m . �®£¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ 2.2.1 ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N "n < 1m ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, R "d� �R 1md� = 1m ¯® ²¥®°¥¬¥ 2.1.2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® R "d� ¡¥±ª®¥·®¬ «®,   ¢ ±¨«³ ¯°¨¶¨¯  �°µ¨¬¥¤  ½²® ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  R "d� = 0.�¡° ²®, ¥±«¨ R xd� = 0, ® x =2 I, ²® ¤«¿ ¥ª®²®°®£®  ²³° «¼®£® (¥³«¥¢®£®)·¨±«  m ¡³¤¥² jxj � 1m , ²® ¥±²¼ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ x � 1m . �®£¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ 2.1.2 ¯®«³· ¥¬,·²® ¨ R xd� � 1m > 0. �°®²¨¢®°¥·¨¥.3. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²°¥²¼¥£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¤«¿ ª®¥·®£® ·¨±«  x ¯®«®¦¨¬r = R xd�. �®£¤ , ¯°¨¬¥¿¿ ¤®ª § ®¥, ¨¬¥¥¬Z �x� Z xd�� d� = Z xd�� Z (Z xd�) = r � Z rd� = r � r = 0:�® ¥±²¼ x� r 2 I.�¡° ²®, ¥±«¨ x = r + ", ²® R xd� = R rd�+ R "d� = r. � ª¨¬ ®¡° §®¬, x 2 F . �



32 ����� 2. ������������� ����������x2.3. �°¨´¬¥²¨ª  ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ�» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® ª®¥·»µ ·¨±¥« ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ª®«¼¶®¬ ¯®«¿ £¨¯¥°¢¥-¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«,   ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ®¡° §³¾² ¢ ½²®¬ ª®«¼¶¥ ¨¤¥ «. �®«¥¥ ²®£®,±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ´ ª²®°ª®«¼¶® ¨§®¬®°´® ¯®«¾ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.�¥®°¥¬  2.3.1.1. �«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ·¨±¥« "; � "+ � 2 I.2. �±«¨ " 2 I; x 2 F , ²® "x 2 I.3. �«¿ «¾¡»µ ª®¥·»µ ·¨±¥« x ¨ y ¨µ ±³¬¬  ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¥·».� � � � � � � � � � � � � �.� ±¨«³ ¡¥±ª®¥·®© ¬ «®±²¨ " ¤«¿ «¾¡®£® ¥³«¥¢®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  j"j < 12n .� «®£¨·® j�j < 12n . �®£¤  j"k + �kj � j"kj+ j�kj < 12n + 12n = 1n ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k 2 N.�«¥¤®¢ ²¥«¼®, j ("+ �)k j < 1n ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k 2 N. �® ¥±²¼ j" + �j < 1n . �²® ¨¤®ª §»¢ ¥² ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�®ª § ²¥«¼±²¢® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ 2 ¯°®¢®¤¨²±¿ ²®·® ² ª ¦¥ ¨ ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨-² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿.�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¥·»µ ·¨±¥« ª®¥·®. �«¿ ±³¬¬» ¤®ª § -²¥«¼±²¢® ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾.�¬¥¥¬ jxj � rx; jyj � ry, ²® ¥±²¼ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ jxkj � rx; jykj � ry. �®£¤ jxkykj = jxkjjykj = jxkjjykj � rxry ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k 2 N. �¥¬ ± ¬»¬ xy 2 F . ��¥®°¥¬  2.3.2.�«¿ «¾¡®£® ª®¥·®£® ·¨±«  x ·¨±«  r ¨ ", ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ª®²®°»µ ¤®ª § ® ¢²¥®°¥¬¥ 2.2.2, ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ®¤®§ ·®.� � � � � � � � � � � � � �.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® x = r1 + "1 = r2 + "2. �®£¤  ¿±®, ·²® r1 � r2 = "2 � "1 2 I±®£« ±® ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ² ª ª ª ¥¤¨±²¢¥®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ·¨±«® { ½²® ®«¼, r1 = r2 = rx. � ª¨¬ ®¡° §®¬, "2 � "1 = 0, ·²® ¨¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.3.1.�«¿ ª ¦¤®£® ª®¥·®£® ·¨±«  x ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®, ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¨ ¥¤¨±²¢¥-®±²¼ ª®²®°®£® £ ° ²¨°³¥²±¿ ²¥®°¥¬ ¬¨ 2.2.2 ¨ 2.3.2, ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ²¥¼¾ ·¨±« x ¨ ®¡®§ · ²¼ �x.� ª ±«¥¤³¥² ¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 2.2.2 �x = R xd� ¤«¿ ¢±¥µ ª®¥·»µ ·¨±¥«x. �¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.3.2.�¢  ·¨±«  x; y 2 < ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨¬¨, ¥±«¨ ¨µ ° §®±²¼¡¥±ª®¥·® ¬ « . � ª² ¡¥±ª®¥·®© ¡«¨§®±²¨ ·¨±¥« x ¨ y ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ x � y.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ®²®¸¥¨¥ x � y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤  x� y 2 I, ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥¨²®±²¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.3.3.�«¿ x 2 < ¬®¦¥±²¢® O(x) = fy 2 < : y � xg



2.3. ���������� ���������� ����� 33 §®¢¥¬ ®°¥®«®¬ ·¨±«  x. �°¿¬»¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ²¥®°¥¬ 2.3.2, 2.3.1 ¿¢«¿¥²±¿�¥®°¥¬  2.3.3.� ®°¥®«¥ «¾¡®£® ª®¥·®£® ·¨±«  ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®{ ¥£® ²¥¼. ��¥®°¥¬  2.3.4.�²®¡° ¦¥¨¥ � : F �! R ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬®¬ ´ ª²®°ª®«¼¶  F=I   ¯®«¥¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.� � � � � � � � � � � � � �.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¤®±² ²®·® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ª®¥·»µ·¨±¥« x ¨ y ¢»¯®«¥® �(x+ y) =�x+�y; �(xy) =�x �y ¨ ¥±«¨ �y 6= 0, ²® ��xy� = �x�y .�²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤«¿ ±³¬¬» ²°¨¢¨ «¼® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ²¥¼ { ½²® ¨²¥£° «.�®ª ¦¥¬ ±¢®©±²¢® ²¥¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¬®¦® § ¯¨± ²¼ x = �x +"; y = �y + �. �®£¤ xy = (�x+ ") (�y + �) =�x �y + �x� + " �y + "�:�°®¨§¢¥¤¥¨¿ �x�; " �y; "� ¡¥±ª®¥·® ¬ «» ¯® ²¥®°¥¬¥ 2.3.1. �® ²®© ¦¥ ²¥®°¥¬¥±³¬¬  ½²¨µ ·¨±¥« ¡¥±ª®¥·® ¬ « . � ª¨¬ ®¡° §®¬, xy = �x �y + ", £¤¥ " 2 I. � ±¨«³¥¤¨±²¢¥®±²¨ ²¥¨ �(xy) = �x �y.�«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ¥±«¨ y 2 F n I, ²® 1y 2 F ¨ �� 1y� =1�y . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨¬¥¥¬ 1y � 1�y = �y�yy �y . �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ²¥¨ ·¨±«¨²¥«¼ ½²®©¤°®¡¨ ¡¥±ª®¥·® ¬ «. � ±±¬®²°¨¬ y �y = (�y + ") �y = (�y)2 + �, £¤¥ � � 0. �±-«¨ 1( �y)2+� ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®¥·»¬, ²® ½²® ·¨±«® ¡¥±ª®¥·® ¢¥«¨ª® ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,j 1( �y)2+� j > n ¤«¿ «¾¡®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  n 6= 0. �®£¤  (�y)2 + � < 1n ¤«¿ ¢±¥µ¥³«¥¢»µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥« n. �²® ®§ · ¥², ·²® (�y)2 + � = � � 0 ¨«¨ ( �y)2 � 0,²® ¥±²¼ �y = 0, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ° §®±²¼ 1y � 1�y¡¥±ª®¥·® ¬ « . �²¨¬ ¨ § ¢¥°¸ ¥²±¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». ��§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 2.3.4 «¥£ª® ³±¬®²°¥²¼, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²®�¥®°¥¬  2.3.5.�¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® " ¿¢«¿¥²±¿ ¥³«¥¢»¬ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¬ ¢ ²®¬ ¨²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ·¨±«® 1" ¡¥±ª®¥·® ¢¥«¨ª®.� � � � � � � � � � � � � �.�°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿. ��¥®°¥¬  2.3.6.�«¿ ª®¥·»µ x; y 2 <, ¥±«¨ x � y, ²® �x � �y.� � � � � � � � � � � � � �.�²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±° §³ ±«¥¤³¥² ¨§ ±¢®©±²¢ ¨²¥£° « . �� � � �� ±² «® ¢°¥¬¿ ¯°¥¤º¿¢¨²¼ ·¨² ²¥«¾ ª®ª°¥²»¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ·¨±«  (¨ ¡¥±-ª®¥·® ¡®«¼¸¨¥, ® ± ¨¬¨ ¡³¤¥² ¯°®¹¥, ¡« £®¤ °¿ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥). �¨¬ -²¥«¼»© ·¨² ²¥«¼ § ¬¥²¨«, ·²® ¢»¸¥¤®ª § »¥ ²¥®°¥¬» ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª   «®-£¨ ±¢®©±²¢ ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©. � «®£¨¿ ±² ®¢¨²±¿ ±®¢±¥¬ ¯°®§° ·®©,



34 ����� 2. ������������� ����������¥±«¨ ¢±¯®¬¨²¼, ·²® £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±«  { ½²® ¨ ¥±²¼ (¯° ¢¤ , ± ²®·®±²¼¾ ¤®®²®¦¤¥±²¢«¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²»µ) ·¨±«®¢»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨. �®«¥¥ ²®£®, ±¯° ¢¥¤-«¨¢ �¥®°¥¬  2.3.7.�³±²¼ ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fxng ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«, ° ¢»© x. �®£¤ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ª« ±±®¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ½²®© ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼®±²¨, ¿¢«¿¥²±¿ ª®¥·»¬ ¨ ¨¬¥¥² ²¥¼, ° ¢³¾ x.� � � � � � � � � � � � � �.�» ¤®ª ¦¥¬ ± · « , ·²® ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ²® ¥±²¼ ¨¬¥¾-¹¨¥ ³«¥¢®© ¯°¥¤¥«, ¤ ¾² ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« .�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ limxn = 0, ²®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ¤«¿ «¾¡®£® ¥³«¥¢®£®  -²³° «¼®£® ·¨±«  m ±³¹¥±²¢³¥² ®¬¥° n0 ² ª®©, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ n 2 N ² ª¨µ, ·²®n � n0 jxnj < 1m . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦¥±²¢® ²¥µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ¤«¿ ª®²®°»µjxnj < 1m ¨¬¥¥² ¬¥°³ �°¥¸¥, ° ¢³¾ ¥¤¨¨¶¥ (¯°¨ «¾¡®¬ m 2 N), ²® ¥±²¼ ·¨±«®, ®¯°¥-¤¥«¿¥¬®¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾, ¡¥±ª®¥·® ¬ «® (¢®² ¨ ¯°¨¬¥°!).� «¥¥, ¥±«¨ limxn = x, ²® ¤«¿ ¥ª®²®°®© ¡¥±ª®¥·® ¬ «®© (±²°¥¬¿¹¥©±¿ ª ³-«¾) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ f�ng ¨ ¤«¿ ¢±¥µ n,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® ®¬¥°  (²® ¥±²¼  ¬®¦¥±²¢¥ ¥¤¨¨·®© ¬¥°»!), xn = x+ �n. � ª¨¬ ®¡° §®¬, £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®a = ]fxng, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ fxng, ¿¢«¿¥²±¿ ±³¬¬®© ¢¥¹¥±²¢¥®£®·¨±«  x ¨ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® � = ]f�ng.�®£¤  ½²® ·¨±«® ª®¥·® ¨ ¥±²¼ ±³¬¬  ¢¥¹¥±²¢¥®£® ¨ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£®. �§¥¤¨±²¢¥®±²¨ ²¥¨ ¯®«³· ¥¬, ·²® �a = x. ��§ ¤®ª § »µ ²¥®°¥¬ «¥£ª® ³±¬®²°¥²¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ° ±¸¨-°¥®© (£¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®©) ¯°¿¬®©. � ¦¤®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® r ®¯°¥¤¥«¿¥² ±¢®©®°¥®«, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ¬®¦¥±²¢  ¢±¥µ (ª®¥·»µ) ·¨±¥«, ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨µ ª r, ¯°¨·¥¬(¯°®¢¥°¼²¥!) ®°¥®«» ° §«¨·»µ ·¨±¥« ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ (±°.   «®£¨¾ ± £¨°«¿¤®©).� ª ³±²°®¥  "ª®¥· ¿ · ±²¼" ¯°¿¬®© «¨¨¨. � , ¥±«¨ ³£®¤®, «¥¦¨² ¢ ¢¨¤¨¬®©· ±²¨ £®°¨§®² . � §  £®°¨§®²®¬ ¢«¥¢® ¨ ¢¯° ¢® ®² ³«¿ ° ±¯®«®¦¥» ¡¥±ª®¥·®¡®«¼¸¨¥ (¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥) ·¨±« . �°¨ ½²®¬ ²®ª®¥ ±²°®¥¨¥ ª®¥·-®© · ±²¨ "¥¢®®°³¦¥»¬ £« §®¬" ° §£«¿¤¥²¼ ¥¢®§¬®¦®, ¨¡® ° ±±²®¿¨¿ ¬¥¦¤³¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨¬¨ ·¨±« ¬¨ "±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «»". �«¿ ²®£®, ·²®¡» ³¢¨¤¥²¼ ±²°®¥-¨¥ ®°¥®« , ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°¨¬¥¨²¼ ¨§®¡°¥²¥»© �. �¥©±«¥°®¬ "¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»©¬¨ª°®±ª®¯", ³¢¥«¨·¨¢ ¾¹¨© "¢ ¡¥±ª®¥·® ¬®£® ° §". � «®£¨·®, · ±²¨ ¯°¿¬®©,«¥¦ ¹¨¥ §  £®°¨§®²®¬, ¤®±²³¯»  ¡«¾¤¥¨¾ ²®«¼ª® ·¥°¥§ "¡¥±ª®¥·® ¯°¨¡«¨¦ -¾¹¨©" ²¥«¥±ª®¯ (±¬. °¨±. 2.1).� ±¯°®±²° ¨¬ ¯®¿²¨¥ ²¥¨   ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¥ ·¨±« .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.3.4.�«¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®£® x 2 < ¯®«®¦¨¬ �x = +1, ¥±«¨ x > 0 ¨ �x = �1, ¥±«¨x < 0. �¨¸¥¬ ² ª¦¥ x � �1.



2.4. ������� ������ 35
�

ª®¥·»¥ ·¨±« x
®°¥®«

�1 +1
�¨±. 2.1. �²°®¥¨¥ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®© ¯°¿¬®©x2.4. �  µ®¢ ¯°¥¤¥«� ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ¬®¦¥±²¢® £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ®£° ¨·¥»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨,   ¤«¿ ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®-±²¥© ²¥¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ·¨±«  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯°¥¤¥«®¬. �°®¬¥ ²®£®, ®¯¥° ¶¨¿ ¢§¿-²¨¿ ²¥¨ ±®£« ±®¢   ±  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¤®ª § «¨¨§¢¥±²³¾ ²¥®°¥¬³ ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ®¡®¡¹¥®£® ¯°¥¤¥«  ¢ ±¬»±«¥ �. �  µ .�¥®°¥¬  2.4.1.�³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ LIM,  §»¢ ¥¬®¥ ®¡®¡¹¥»¬ ¡  µ®¢»¬ ¯°¥-¤¥«®¬ ¨ § ¤ ®¥   ¬®¦¥±²¢¥ X ¢±¥µ ®£° ¨·¥»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¢¥¹¥-±²¢¥»µ ·¨±¥«, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ x; y; z 2 X ¢»¯®«¥®:1. �±«¨ z = x+ y; ²® LIMz = LIMx+ LIMy.2. �±«¨ z = x y; ²® LIMz = LIMx LIMy.3. �±«¨ limx = a; ²® LIMx = a.� � � � � � � � � � � � � �.�®±² ²®·® ¢ ª ·¥±²¢¥ ²°¥¡³¥¬®£® ¯°®¤®«¦¥¨¿ ¯°¥¤¥«  ¢§¿²¼ ±³¦¥¨¥ ®¯¥° ¶¨¨¢§¿²¨¿ ²¥¨ ± ¬®¦¥±²¢  ¢±¥µ ª®¥·»µ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«   ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ£¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ®£° ¨·¥»¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿¬¨. ��®«¥¥ ¤¥² «¼®¥ ¨§³·¥¨¥ ¢®¯°®±  ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¢ 2.2 ¨ 2.3 ¬» ±·¨² «¨ ¡¥±-ª®¥·® ¬ «»¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ¨¬¥¾¹¨¥ ³«¥¢®© ¡  µ®¢ ¯°¥¤¥«,   ¡¥±ª®¥·®¡«¨§ª¨¬¨ { ®²«¨· ¾¹¨¥±¿   ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥. �¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¥ { ½²®, ª ª ®¡»·-®, ®¡° ²»¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¬.�ª § ®¥ ¢»¸¥ ± ³·¥²®¬ ²¥®°¥¬» 2.4.1 ¯®ª §»¢ ¥²  «¼²¥° ²¨¢»© ¯³²¼ ª ®¡®-±®¢ ¨¾  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ. �®°®²ª® ®±² ®¢¨¬±¿   ®±®¢»µ ¬®¬¥² µ½²®£® ¯®¤µ®¤ .� ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ª®²®°®¥®¡®§ ·¨¬ s. �³±²¼ c { ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©. �¡®§ ·¨¬,¤ «¥¥, b { ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ®£° ¨·¥»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©.



36 ����� 2. ������������� �����������¥®°¥¬  2.4.2.�³¹¥±²¢³¥² ®²®¡° ¦¥¨¥ LIM, § ¤ ®¥   ¬®¦¥±²¢¥ b ² ª®¥, ·²® ¤«¿ «¾-¡»µ x; y; z 2 b1. �±«¨ z = x+ y; ²® LIMz = LIMx+ LIMy.2. �±«¨ z = x y; ²® LIMz = LIMx LIMy.3. �±«¨ limx = a; ²® LIMx = a.� � � � � � � � � � � � � �.�±®, ·²® ½²  ²¥®°¥¬  ²®¦¤¥±²¢¥  ²¥®°¥¬¥ 2.4.1. �¤ ª®  ¬ ²°¥¡³¥²±¿  «¼-²¥° ²¨¢®¥ ¥¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. �¢¨¤³ ½±ª¨§®±²¨ ¨§«®¦¥¨¿ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥, ¬»±®¸«¥¬±¿   [30, ±. 99], £¤¥ ±´®°¬³«¨°®¢  °¥§³«¼² ² ¨ ¤   ¨¤¥¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ { ±«¥¤³¥² ¯®«®¦¨²¼ LIMx = lim x1+x2+:::+xnn , ¥±«¨ ® ±³¹¥±²¢³¥² { ¯®¤°®¡®±²¨ ¢²¥ª±²¥ [30, £«.3].�¤ ª® ²¥®°¥¬  2.4.2, ´®°¬ «¼® ²®¦¤¥±²¢¥ ¿ ²¥®°¥¬¥ 2.4.1, ²¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ±« -¡¥¥ ¥¥, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 2.4.1 ¬» ¨±¯®«¼§®¢ «¨ ¡®«¥¥ ±¨«¼»© °¥-§³«¼² ² { «¥¬¬³ �³° ²®¢±ª®£® { �®° . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ª« ±± ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©,  ª®²®°»¥ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¿ ¯°¥¤¥«¼®£® ¯¥°¥µ®¤  ¢ ²¥®°¥¬¥ 2.4.2, { ½²® ¬®-¦¥±²¢® ®£° ¨·¥»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©,   ¢ ²¥®°¥¬¥ 2.4.1 { ¬®¦¥±²¢® ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼®±²¥©, ®£° ¨·¥»µ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ¢ ±¬»±«¥ ¯®¤µ®¤¿¹¥© ¬¥°».�®«¥¥ ²®£®, ¯®±²°®¥®¥ ¬®¦¥±²¢® ®£° ¨·¥»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¥ ¿¢«¿-¥²±¿ ¨ ¯®«¥¬ (¤ ¦¥ ¥ ¥±²¼ ®¡« ±²¼ ¶¥«®±²®±²¨!), ¨ «¨¥©® ³¯®°¿¤®·¥»¬ ¬®-¦¥±²¢®¬. �®½²®¬³, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ²®, ·²®  ¬ ³¦®, ¥®¡µ®¤¨¬® ®²®¦¤¥±²¢¨²¼¯®·²¨ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨. �«¿ ½²®£® ±«¥¤³¥²   ¬®¦¥±²¢¥  ²³° «¼-»µ ·¨±¥« ¢¢¥±²¨ ¬¥°³ �°¥¸¥ ¨, ¯°¨¬¥¿¿ ª ¯®«³·¥®¬³ ¢ 2.4.2 ¯°®¤®«¦¥¨¾ «¥¬¬³�³° ²®¢±ª®£® { �®° , ¯®«³·¨²¼ ¥ª®²®°®¥ ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ¯°®¤®«¦¥¨¥, ª®²®°®¥ ¡³-¤¥² ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ³¦»¬ ²°¥¡®¢ ¨¿¬.�°¨¢¥¤¥»¥ ±®®¡° ¦¥¨¿ ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¡  µ®¢ ¯°¥¤¥« { ½²® ¢±¥-² ª¨ ¯°¥¤¥«¯® ¥ª®²®°®¬³ ³«¼²° ´¨«¼²°³. � ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¬ ¥ ³¤ «®±¼ ¨§¡¥¦ ²¼ "¥³¤®¡®£®"¥ª®±²°³ª²¨¢®£® ¬¥²®¤  (·²® ¨ ¥³¤¨¢¨²¥«¼®). �¤¨±²¢¥»© ¢»¨£°»¸ ±®±²®¨²¢ ²®¬, ·²® ¬» ¥ ³¦¤ ¥¬±¿ ¢ ¯®¿²¨¨ ¨²¥£° « , § ¬¥¿¿ ¥£® ¯®¿²¨¥¬ ¯°¥¤¥« .�¥¯¥°¼, ¯®±²°®¨¢ ¬®¦¥±²¢ I = f" 2 s : LIM" = 0g ; F = fx 2 s : LIMx 2 Rg ;£¤¥ ¯°¥¤¥« ¯®¨¬ ¥²±¿ ³¦¥ ¢ ¬®¦¥±²¢¥ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©, ¯®¨¬ ¥-¬»µ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ®²®¦¤¥±²¢«¥»µ ¯® ¥ª®²®°®© ¬¥°¥ �°¥¸¥, ¯®«³·¨¬ ¬®¦¥±²¢ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¨ ª®¥·»µ ·¨±¥«.6�§ ±¢®©±²¢ ¯°¥¤¥«  ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²® ª ¦¤®¥ ª®¥·®¥ ·¨±«® ®¤®§ ·® ¯°¥¤-±² ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» x = LIMx + ", £¤¥ " 2 I, ²® ¥±²¼ °®«¼ ²¥¨ ¨£° ¥² ¡  µ®¢¯°¥¤¥«.6� ª ¯®ª §»¢ ¥² ¯°¨¬¥° ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©xn = ( 0; ¥±«¨ n��·¥²®1; ¥±«¨ n��¥·¥²® ¨ yn = ( 12 ; ¥±«¨ n��·¥²®1; ¥±«¨ n��¥·¥²® ®²®¸¥¨¥LIM(x � y) = 0 ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨. �²® £®¢®°¨² ® ²®¬, ·²®¯®¿²¨¿ ¬¥°» (¨«¨ ³«¼²° ´¨«¼²° ) ¥«¼§¿ ¨§¡¥¦ ²¼.



2.5. ������� �������� 37x2.5. �°¨¶¨¯ �¥©¡¨¶ �¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.5.1.�¯°¥¤¥«¨¬ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ f ± domf � Rm ¨rngf � R ¥¥ ¯°®¤®«¦¥¨¥ ~f .�®«®¦¨¬ ¤«¿ x 2 <m ef : ef(x) = (f(x0); f(x1); f(x2); : : :). �±«¨ f { ´³ª¶¨¿± domf � Rm; rngf � Rk, ²® f =< f1; f2; : : : ; fk >, £¤¥ ¤«¿ s = 1; 2; : : : k fs {¢¥¹¥±²¢¥®§ · ¿ ´³ª¶¨¿ ± domfs = domf . �®£¤  ¯°®¤®«¦¥¨¥¬ f ¡³¤¥² ´³ª¶¨¿ef =< ef1; ef2; : : : ;ffk >.�³±²¼ '(x1; x2; : : : ; xk) { ¥ª®²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ¯®«¥ <. �® ¢»° ¦ ¥²±¿ ± ¯®-¬®¹¼¾ ° ¢¥±²¢, ¥° ¢¥±²¢ ¨ «®£¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©  ¤ ³²¢¥°¦¤¥¨¿¬¨, ¨¬¥¾¹¨¬¨¡®«¥¥ ¯°®±²®¥ ±²°®¥¨¥. � «®£¨·¥±ª¨¬ ®¯¥° ¶¨¿¬ ¬» ®²®±¨¬ ª®º¾ª¶¨¾, ¤¨§º-¾ª¶¨¾, ®²°¨¶ ¨¥, ¨¬¯«¨ª ¶¨¾,   ² ª¦¥ " ¢¥¸¨¢ ¨¥" ª¢ ²®°®¢ ¢±¥®¡¹®±²¨ ¨±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ (±¬. 1.2).�±«¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ' ¥ ±®¤¥°¦¨² ¨ ª¢ ²®°®¢, ¨ § ª®¢ «®£¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©,²® ®® ®¡¿§ ²¥«¼® ¨¬¥¥² ¢¨¤ x1 = x2 ¨«¨ x1 � x2. � ª¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿  §®¢¥¬¯°®±²¥©¸¨¬¨.�¥®°¥¬  2.5.1.�³±²¼ x1; x2; : : : ; xk { £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« . �®£¤  '(x1; x2; : : : ; xk) ±¯° -¢¥¤«¨¢® ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N ¨¬¥¥² ¬¥±²®' �x1n; x2n; : : : ; xkn� ¢ ¯®«¥ R.� � � � � � � � � � � � � �.�°®¢¥¤¥¬ ¥£® ¨¤³ª¶¨¥© ¯® ±«®¦®±²¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¿. �«¿ ¯°®±²¥©¸¨µ ³²¢¥°¦¤¥-¨© ²¥®°¥¬  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ²¥®°¥¬®© 2.2.1 (¯. 5, 6), ª®²®° ¿, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±«³¦¨² ¡ §®©¨¤³ª¶¨¨.�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ ¡®«¥¥ ¯°®±²»µ ³²¢¥°-¦¤¥¨© ²¥®°¥¬  ¤®ª §  . � §¡¥°¥¬ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ±«³· ¨ ¯®«³·¥¨¿ ³²¢¥°¦¤¥¨¿' ± ¯®¬®¹¼¾ «®£¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©. �¥ ³¬ «¿¿ ®¡¹®±²¨, ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²®  ¸¥³²¢¥°¦¤¥¨¥ § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ, ²® ¥±²¼ ¨¬¥¥² ¢¨¤ '(x; y):1. �±«¨ ' = :'1, ²®, ² ª ª ª, ®·¥¢¨¤®, ¬®¦¥±²¢ fn 2 N : j= ' (xn; yn)g ¨ fn 2 N : j= '1 (xn; yn)g¿¢«¿¾²±¿ ¤®¯®«¥¨¿¬¨ ¤°³£ ¤°³£ ,� fn 2 N : j= ' (xn; yn)g = 1� � fn 2 N : j= '1 (xn; yn)g :� ª ª ª ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ' ®§ · ¥², ·²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ '1 ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±² , ¥±-«¨ j= '(x; y), ²®, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, � fn 2 N : j= '1 (xn; yn)g = 0 ¨,±«¥¤®¢ ²¥«¼®, � fn 2 N : j= ' (xn; yn)g = 1:�¡° ²®, ¥±«¨ � fn 2 N : j= ' (xn; yn)g = 1, ²® ¯®«³· ¥¬, ·²®� fn 2 N : j= '1 (xn; yn)g = 0:



38 ����� 2. ������������� �����������®£¤  ¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ '1(x; y) ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±² , ²® ¥±²¼ ±¯° -¢¥¤«¨¢® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ '(x; y).2. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ' = '1_'2. �®£¤ , ±·¨² ¿, ·²® ' ±¯° ¢¥¤«¨¢® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢® µ®²¿ ¡» ®¤® ¨§ ³²¢¥°¦¤¥¨© '1 ¨«¨ '2,fn 2 N : j= ' (xn; yn)g == fn 2 N : j= '1 (xn; yn)g [ fn 2 N : j= '2 (xn; yn)g :�¡®§ · ¿ ½²¨ ¬®¦¥±²¢  �; �1 ¨ �2 ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¯®«³·¨¬, ·²® ¥±«¨ ��1 =1 ¨«¨ ��2 = 1, ²® ¨ �� = 1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ '(x; y) ±¯° ¢¥¤«¨¢®, ²®� fn 2 N : j= ' (xn; yn)g = 1.�±«¨ ²¥¯¥°¼ � fn 2 N : j= ' (xn; yn)g = 1, ²® µ®²¿ ¡» ®¤® ¨§ ¬®¦¥±²¢ �1 ¨«¨�2 ¨¬¥¥² ¥¤¨¨·³¾ ¬¥°³ («¥¬¬  2.2.1) ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N±¯° ¢¥¤«¨¢® ®¤® ¨§ ³²¢¥°¦¤¥¨© '1 (xn; yn) ¨«¨ '2 (xn; yn), ²® ¥±²¼ ±®£« ±-® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ®¤® ¨§ ¤¢³µ³²¢¥°¦¤¥¨© '1(x; y) ¨«¨ '2(x; y), ²® ¥±²¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢® '(x; y).3. �°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¯°®¢¥±²¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¢ ±«³· ¥,¥±«¨ ' = '1&'2.4. �³±²¼ '(x; y) = 9 z'1(z; x; y). �®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ '(x; y) ®§ · ¥² ±³¹¥-±²¢®¢ ¨¥ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®£® ·¨±«  Z ² ª®£®, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥'1(Z; x; y), ¤«¿ ª®²®°®£® ¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾� fn 2 N : '1 (Zn; xn; y; n)g = 1:� ª ª ª ¬®¦¥±²¢® fn 2 N : '1 (Zn; xn; y; n)g ®·¥¢¨¤® ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬¬®¦¥±²¢  fn 2 N : 9 z'1 (z; xn; yn)g = fn 2 N : '1 (z; xn; yn)g ;¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N ±¯° ¢¥¤«¨¢® ' (xn; yn).�±«¨ ²¥¯¥°¼ ' (xn; yn) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯®·²¨ ¢±¾¤³, ²® ¯®·²¨ ¢±¾¤³  ©¤¥²±¿¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® Rn ² ª®¥, ·²® j= '1 (Rn; xn; yn). �® ²®£¤  ³²¢¥°¦¤¥¨¥'1 (Rn; xn; yn) ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N, ¨ ¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®-«®¦¥¨¾ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ '1(R; x; y), £¤¥ R { £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®,®¯°¥¤¥«¥®¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ n 7! Rn. �® ²®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ³²¢¥°¦¤¥-¨¥ 9 z'1(z; x; y), ²® ¥±²¼ ¨¬¥¥² ¬¥±²® '(x; y).5. �«¿ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¢¨¤  ' = 8 z'1(z; x; y) ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ·¨² ²¥«¾.6. �«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ° ±±³¦¤¥¨© ¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯¥°¥µ®¤³  ¬ ®±² «®±¼ ¯°®¢¥-±²¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤«¿ ±«³· ¿ ' = '1 � '2.�³±²¼ j= '(x; y). �®£¤  ¨§ ²®£®, ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢® '1(x; y), ±«¥¤³¥², ·²® ¨¬¥¥²¬¥±²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ '2. �® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¥±«¨ '1 ±¯° ¢¥¤«¨¢®,²® � fn 2 N : j= '1 (xn; yn)g = 1;



2.5. ������� �������� 39±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ² ª ª ªfn 2 N : j= '1 (xn; yn)g � fn 2 N : j= '2 (xn; yn)g ;¯®±«¥¤¥¥ ¬®¦¥±²¢® ¨¬¥¥² ¥¤¨¨·³¾ ¬¥°³. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µn 2 N ¥±«¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® '1 (xn; yn), ²® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ '2 (xn; yn), ²® ¥±²¼ ³²¢¥°-¦¤¥¨¥ ' (xn; yn) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯®·²¨ ¢±¾¤³.� ±±³¦¤¥¨¿ ¢ ¤°³£³¾ ±²®°®³ ¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ¯°®¢¥±²¨ ·¨² ²¥«¾.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¤³ª¶¨®»© ¯¥°¥µ®¤ § ¢¥°¸¥ ¨ ²¥®°¥¬  ¤®ª §   ¤«¿ ¢±¿ª®£®³²¢¥°¦¤¥¨¿ ® £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±« µ. �� ¬¥· ¨¥. �¨¬ ²¥«¼»© ·¨² ²¥«¼ ¢ ¤®ª § ®© ²¥®°¥¬¥ ¡¥§ ²°³¤  ³§ ¥² ®±®¢-³¾ ²¥®°¥¬³ ®¡ ³«¼²° ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿µ.�¥®°¥¬  2.5.2.�®«¥ < ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯°¨¶¨¯³ �¥©¡¨¶ .� � � � � � � � � � � � � �.�¥¯®±°¥¤±²¢¥® ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 2.5.1. ��°¨¶¨¯ �¥©¡¨¶  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±¢¿§¼ ¥ª®²®°®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ® £¨¯¥°¢¥-¹¥±²¢¥»µ ·¨±« µ ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥¬ ® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±« µ.�«¿ ¡®«¥¥ ¤¥² «¼®£® ¯®¨¬ ¨¿ ¯°¨¶¨¯  ° ±¸¨°¥¨¿ ¯°¨¢¥¤¥¬ ¥±ª®«¼ª® ¢¥±¼-¬  ¯®«¥§»µ ´ ª²®¢. �µ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¯®¬®¦¥² ¤®ª § ²¼ ¯°¨¶¨¯ �¥©¡¨¶  "¢ «®¡",¥ ¨±¯®«¼§³¿ ®±®¢³¾ ²¥®°¥¬³ ®¡ ³«¼²° ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿µ. �«¥¤³¥², ®¤ ª®, § ¬¥²¨²¼,·²® ¡¥§ ¤®ª § ®©  ¬¨ ²¥®°¥¬», ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥«¼§¿ ®¡®±®¢ ²¼ ¨±·¨±«¥¨¥ ¡¥±-ª®¥·® ¬ «»µ ¢ ¯®«®¬ ®¡º¥¬¥, ²® ¥±²¼ ²®«¼ª® ¯°¨¶¨¯  �¥©¡¨¶  ¤«¿  ¸¨µ ¶¥«¥©¥¤®±² ²®·®.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.5.2.�«¿ ª ¦¤®£® ¬®¦¥±²¢  E � R ®¯°¥¤¥«¨¬ ¥£® °®¡¨±®®¢® ° ±¸¨°¥¨¥ { ¬®-¦¥±²¢® eE, ¯®«³· ¾¹¥¥±¿ ¯® ±µ¥¬¥, ° ±±¬®²°¥®© ¢ 1.6.�±®, ª ª ®¯°¥¤¥«¨²¼ ° ±¸¨°¥¨¥ ¨ ¤«¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢ Rk. �¨¦¥±«¥¤³¾¹¨¥ ²¥®-°¥¬» ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¨ ¤«¿ ½²®£® ±«³· ¿. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¨µ ¬» ¯°¥¤« £ ¥¬ ¯°®¢¥±²¨·¨² ²¥«¾.� ¯®¬¨¬ ½²³ ±µ¥¬³. �³±²¼ �E { µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¬®¦¥±²¢  E.� , ª ª ¨§¢¥±²®, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯° ¢¨«®¬ �E(x) = 1 ¯°¨ x 2 E ¨ �E(x) = 0 ¢ ¯°®²¨¢-®¬ ±«³· ¥. �³±²¼, ¤ «¥¥, � = f�E { ¥¥ ¯°®¤®«¦¥¨¥. �®«®¦¨¬ eE = ��1(0).�¥®°¥¬  2.5.3.eE = fx 2 < : xn 2 E ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 Ng.� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ x 2 < ¨ xn 2 E ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N. �®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n �E (xn) = 1,²® ¥±²¼ �(x) = 1 ¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, x 2 eE.�±«¨ ¦¥ x 2 eE, ²® �(x) = 1, ²® ¥±²¼ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ � (xn) = 1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N �E (xn) = 1, ·²® ¨ ®§ · ¥², ·²® xn 2 E ¯®·²¨ ¢±¾¤³. ��«¥¤±²¢¨¥. Â \ B = eA \ eB ¤«¿ «¾¡»µ ¬®¦¥±²¢ A;B � R.�¥©±²¢¨²¥«¼®, x 2 Â \B ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N xn 2A \ B, ²® ¥±²¼ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ xn 2 A ¨ xn 2 B. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡®§ · ¿ NA =



40 ����� 2. ������������� ����������fn 2 N : xn 2 Ag ; NB = fn 2 N : xn 2 Bg, ¯®«³·¨¬, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ n 2 NA \NB xn 2A\B. �® ¬¥°  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ NA \NB , ®·¥¢¨¤® ° ¢  ¥¤¨¨¶¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®·²¨¢±¾¤³ xn 2 A \ B, ²® ¥±²¼ x 2 eA \ eB. ��¥®°¥¬  2.5.4.1. �«¿ «¾¡®£® ¬®¦¥±²¢  A � R eA \ R = A.2. �«¿ «¾¡®© ´³ª¶¨¨ f ± domf � R d̂omf = dom ef , ¢ · ±²®±²¨ f�A = � eA.3. �«¿ «¾¡®£® ¬®¦¥±²¢  A � R A � eA, ¯°¨ ½²®¬ A = eA ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤  ¬®¦¥±²¢® A ª®¥·®.� � � � � � � � � � � � � �.1. �ª«¾·¥¨¥ A � eA \ R ®·¥¢¨¤®. �³±²¼ x 2 eA \ R. �®£¤  x 2 eA ¨ x 2 R. �±«¨¯°¨ ½²®¬ x =2 A, ²® �A(x) = 0 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, �̂A(x) = 0, ²® ¥±²¼ x =2 eA. �¥¬ ± ¬»¬x 2 A.2. �³±²¼ x 2 domf . �®£¤  �̂domf (x) = 1 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, x 2 d̂omf , ·²® ¨¤®ª §»¢ ¥² ³²¢¥°¦¤¥¨¥ 2.3. �¥°¢ ¿ · ±²¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ { ²°¨¢¨ «¼®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ °®¡¨±®®¢ ° ±¸¨°¥¨¿.�³±²¼ ¬®¦¥±²¢® A ª®¥·® ¨ A = fa1; a2; : : : ; akg. �® ¤®ª § ®¬³ x 2 eA ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  xn 2 A ¯®·²¨ ¢±¾¤³. �® A ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢®, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N xn = a1, ¨«¨ xn = a2, : : :, ¨«¨ xn = ak. � ª¨¬ ®¡° §®¬, «¾¡ ¿¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¨§ eA ¯°¨¨¬ ¥² «¨¸¼ ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ° §«¨·»µ § ·¥¨©.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¢»µ ½«¥¬¥²®¢ ª ½«¥¬¥² ¬ ¬®¦¥±²¢  A ¥ ¤®¡ ¢«¿¥²±¿.�°¥¤¯®«®¦¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® eA = A. �±«¨ ¬®¦¥±²¢® A ¡¥±ª®¥·®, ²® ¢ ¥¬ ¥±²¼±·¥²®¥ (¡¥±ª®¥·®¥ ¦¥) ¯®¤¬®¦¥±²¢® B = fb1; b2; : : :g. � ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-®±²¼ x 2 <, ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¯° ¢¨«®¬ xn = bn ¤«¿ ¢±¥µ n 2 N. �®£¤  ®·¥¢¨¤®, ·²®xn 2 A ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ n 2 N { ¬» ±·¨² ¥¬, ·²® x { ½²® ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ fxng. � ª¨¬ ®¡° §®¬, x 2 eA. �·¥¢¨¤®, ·²® x =2 A, ²® ¥±²¼ A 6= eA.� �¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.5.3.�®¦¥±²¢®1N = eN  §®¢¥¬ ¬®¦¥±²¢®¬ £¨¯¥° ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ¬®¦¥±²¢®@ =1N n N { ¬®¦¥±²¢®¬ ¡¥±ª®¥·»µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥«.�°¨¬¥°. �®ª ¦¥¬, ·²® ¯°®¤®«¦¥¨¥ ef ´³ª¶¨¨ f "®¡« ¤ ¥² ²¥¬¨ ¦¥ ±¢®©±²¢ -¬¨", ·²® ¨ ´³ª¶¨¿ f . �¥µ¨ª  ½²®£® ¯°¨¬¥°  ´ ª²¨·¥±ª¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢  ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯°¨¶¨¯  �¥©¡¨¶  "¢ «®¡".�» ° ±±¬®²°¨¬ ¤«¿ ¯°®±²®²» ®¤® ¨§ ±¢®©±²¢ ´³ª¶¨¨ sin,   ¨¬¥® ´®°¬³«³¤¢®©®£® ³£« . �¬¥¥¬ sin 2r = 2 sin r cos r ¤«¿ ¢±¥µ r 2 R. � ª ª ª �fsin2x�n = sin 2xn =2 sinxn cosxn = 2�fsinx�n(fcosx)n, ¯®«³· ¥¬ fsin2x = 2fsinxfcosx ¤«¿ ¢±¥µ x 2 <.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.5.4.�³ª¶¨¾ (¨«¨ ¬®¦¥±²¢®), ¨¬¥¾¹³¾ ¢¨¤ g = ef (±®®²¢¥²±²¢¥® B = eA) ¤«¿¥ª®²®°®© ´³ª¶¨¨ f ± domf; rngf � R (±®®²¢¥²±²¢¥® ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¬®¦¥±²¢ A � R),  §®¢¥¬ ª« ±±¨·¥±ª®© (±®®²¢¥²±²¢¥® ª« ±±¨·¥±ª¨¬).



2.5. ������� �������� 41� «®£¨·® ¬®¦® ° ±±³¦¤ ²¼ ¤«¿ «¾¡®© ¨§¢¥±²®© ´³ª¶¨¨. �®«¥¥ ¤¥² «¼»©  «¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯°¨¬¥°  ¨ ²¥®°¥¬» 2.5.1, ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²®�¥®°¥¬  2.5.5.(�°¨¶¨¯ ¯¥°¥®± .) �¾¡®¥ ±¢®©±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¢»° ¦¥®¥ ± ¯®-¬®¹¼¾ ¥° ¢¥±²¢ ¨ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ´³ª¶¨©, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«¿ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ´³ª¶¨©. � ®¡®°®², ±¢®©±²¢®, ±¯° ¢¥¤«¨¢®¥ ¤«¿ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ¬®¦¥±²¢ ¨ ´³ª¶¨©¨¬¥¥² ¬¥±²® ¤«¿ ¨µ ±³¦¥¨©   ¢¥¹¥±²¢¥³¾ ¯°¿¬³¾.� � � � � � � � � � � � � �.�°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾.�°¥¤« £ ¥¬ ² ª ¦¥ ¢»¢¥±²¨ ®²±¾¤  ¯°¨¶¨¯ �¥©¡¨¶ . �� � � �� ª ¯®ª §»¢ ¥² ¯°¨¶¨¯ ¯¥°¥®± , ª« ±±¨·¥±ª¨¥ ®¡º¥ª²», ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¨µ±¢®©±²¢, ¥ ®²«¨· ¾²±¿ ®² ±² ¤ °²»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ®¡º¥ª²®¢. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ¬»¥ ¡³¤¥¬ ° §«¨· ²¼ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨ ¨ ¨µ ¯°®¤®«¦¥¨¿, ±·¨² ¿, ·²® ef = f ¨dom ef = d̂omf = domf . �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬» ¢±¥£¤  ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ±² ¤ °² ¿¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¥  ¨ ¤«¿ ¢±¥µ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ § ·¥¨©  °£³¬¥² ,¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ °®¡¨±®®¢³ ° ±¸¨°¥¨¾ ¥¥ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿.�°¨¶¨¯ ¯¥°¥®±  £ ° ²¨°³¥², ·²® ± ª« ±±¨·¥±ª¨¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨ ¬®¦® ° ¡®² ²¼²®·® ² ª ¦¥, ª ª ± ®¡»·»¬¨ ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨, ¢ · ±²®±²¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²®¯°¨¶¨¯ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¨¤³ª¶¨¨   ¬®¦¥±²¢¥1N.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ' ±¢®©±²¢®  ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ²® ¥£® "ª« ±±¨·¥±ª¨©"   -«®£ ¤«¿ £¨¯¥° ²³° «¼»µ ·¨±¥« ±¯° ¢¥¤«¨¢ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±¢®©±²¢® '¤«¿ ¢±¥µ (¨«¨,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® n0)  ²³° «¼»µ ·¨±¥«. �±«¨ ¯®±«¥¤¥¥ ±¢®©±²¢®¬®¦® ¤®ª § ²¼ ¯® ¨¤³ª¶¨¨, ²®, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ ¥£®   «®£ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¯® ¨¤³ª-¶¨¨. � ª,  ¯°¨¬¥°, «¥£ª® ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ n ¨¬¥¥² ¬¥±²®12 + 22 + 32 + : : : + n2 = n(n+1)(2n+1)6 . �®£¤  ½²® ¦¥ ° ¢¥±²¢® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ¤«¿£¨¯¥° ²³° «¼»µ ·¨±¥« { ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¨¤³ª¶¨¥©.�«¥¤³¥², ®¤ ª®, ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¯°¨¬¥¥¨¥ ¯°¨¶¨¯  ¯¥°¥®±  ²°¥¡³¥² ®¯°¥¤¥-«¥®© ®±²®°®¦®±²¨. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¨¬¥® ª« ±±¨·¥±ª¨¥ ®¡º¥ª²» ¤ ¾²  ¬ ¯®«»¥  «®£¨ ¢¥¹¥±²¢¥»µ. �®¯»²ª¨ ¯¥°¥¥±²¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¨¶¨¯  ¯¥°¥®±  ±² ¤ °²-»¥ °¥§³«¼² ²»   ¥ª« ±±¨·¥±ª¨¥ ¨,  ®¡®°®², ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ±¢®©±²¢ ¥ª« ±±¨·¥±ª¨µ®¡º¥ª²®¢ ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±¢®©±²¢ ±² ¤ °²»µ ¢ «®¡ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¨¶¨¯  ¯¥°¥-®± , £¥±¬®²°¿   ¥ª®²®°³¾ ¯°¨¢«¥ª ²¥«¼®±²¼ ¨¤¥¨, ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ª ¥¢¥°®¬³°¥§³«¼² ²³. � ¯°¨¬¥°, ¨§¢¥±²®, ·²® ª ¦¤®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢®  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ¨¬¥¥² ¨¬¥¼¸¨© ½«¥¬¥², ®¤ ª®, ª ª ¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, ¬®¦¥±²¢® @ ¥ ¨¬¥¥²  ¨¬¥¼¸¥-£® ½«¥¬¥² . �®·® ² ª ¦¥ ¬®¦¥±²¢® ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ, µ®²¿ ¨ ®£° ¨·¥® ¢ <, ¥¨¬¥¥² ¨ ²®·®© ¢¥°µ¥©, ¨ ²®·®© ¨¦¥© £° ¨¶».�«¥¤³¾¹¥¥ ° ±±³¦¤¥¨¥ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® «¾¡®© ®²°¥§®ª ¢¥¹¥±²¢¥®© ¯°¿¬®© ¡¨-¥ª²¨¢¥ ¬®¦¥±²¢³ f0; 1; : : : ; T , £¤¥ T { ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«®. �¥¬± ¬»¬, ±®§¤ ¥²±¿ ¨««¾§¨¿, ·²®, ±®£« ±® ¯°¨¶¨¯³ ¯¥°¥®± , ®²°¥§®ª (¤  ¨ ¢±¿ ¢¥-¹¥±²¢¥ ¿ ¯°¿¬ ¿) ¤®«¦¥ ¢¥±²¨ ±¥¡¿ ª ª ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢®, ·²®, ®·¥¢¨¤®, ¥



42 ����� 2. ������������� ����������±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨. �°¨·¨  { ¢ ¥ª« ±±¨·®±²¨ ¡¨¥ª¶¨¨, ª®²®°³¾ ¬»¯°¥¤º¿¢¨¬.�² ª, ¯³±²¼ a < b ¨ a; b 2 R. �³±²¼, ¤ «¥¥, N { ¾¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®¥  ²³° «¼®¥·¨±«®. �®«®¦¨¬ xk = a + b�aN k, £¤¥ k = 0; 1; : : : ; N . �®£¤  ¤«¿ ª ¦¤®£® ¢¥¹¥±²¢¥-®£® x 2 [a; b] ±³¹¥±²¢³¥² k ² ª®¥, ·²® x � xk. �®«¥¥ ²®£®, ² ª ª ª xk+1 � xk � 0,±³¹¥±²¢³¥² ¬®¦¥±²¢® fxk1 ; : : : xkmg ² ª®¥, ·²® x � xks ¯°¨ ¢±¥µ s = 1; 2; : : : ;m. � ªª ª ®°¥®«» ° §«¨·»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿, ¬» ¯®«³· ¥¬ ° §¡¨¥¨¥¬®¦¥±²¢  fx0; x1; : : : xN   ª« ±±» u1; u2; : : : uT , ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®²®°»µ ¨¬¥¥²±¿ ¥¤¨-±²¢¥®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®. �±®, ·²® ¬» ¯®±²°®¨«¨ ²°¥¡³¥¬³¾ ¡¨¥ª¶¨¾.� ¤°³£®© ±²®°®», ¥±«¨ ¨¬¥¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® fa1; a2; : : : ; aN , £¤¥ N { ¡¥±ª®¥·®¡®«¼¸®¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«®, ²® ± ¯®¬®¹¼¾ ¨¤³ª¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¥  ±³¬¬  NPk=1ak = a1 +a2 + � � �+ aN .x2.6. �®°¿¤ª¨ ¬ «®±²¨�®²¿  ¬¨ ¤®ª § ®, ·²® ±³¬¬ , ° §®±²¼, ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¥·»µ ·¨±¥« ª®¥·»,³²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ²®¬, ·²® ®²®¸¥¨¥ ª®¥·»µ ·¨±¥« ª®¥·®, ²°¥¡³¥² ¤®¯®«¨²¥«¼®£®¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ²®£®, ·²® § ¬¥ ²¥«¼ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¬. � ±«³· ¥, ¥±«¨§ ¬¥ ²¥«¼ ¡¥±ª®¥·® ¬ «, ¢®§¬®¦» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¨²³ ¶¨¨:(1) ·¨±«¨²¥«¼ ª®¥·¥, ® ¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «, ²®£¤ , ª ª «¥£ª® ¯®¿²¼, ®²®¸¥¨¥¡³¤¥² ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¬;(2) ·¨±«¨²¥«¼ ¡¥±ª®¥·® ¬ «.�¡±³¤¨¬ ±¨²³ ¶¨¾ (2) ¯®¤°®¡¥¥. �³±²¼ �; � � 0. �¥¬³ ° ¢® ®²®¸¥¨¥ �� ?�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ½²® ®²®¸¥¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¼. � ¥-®¯°¥¤¥«¥®±²¿¬¨ ¬» ¢±²°¥· ¥¬±¿ ¢ ª³°±¥   «¨§  ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ²¥®°¨¨ ¯°¥¤¥«®¢.� ª ª ª  ª²³ «¼»¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ¯°¨§¢ » § ¬¥¨²¼ ¯®¿²¨¥ ¯°¥¤¥«  ¢ ª³°±¥  «¨§ , ²® ¨·¥£® ¥®¦¨¤ ®£® ¢ ²®¬, ·²® ¯®¿¢¨«¨±¼ ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¨, ¥². �®«¥¥²®£®, ¬» ¢¨¤¥«¨, ·²® ²¥¼ { ½²® ´ ª²¨·¥±ª¨ ¯°¥¤¥« ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨. �²® ¢²®°®¥±®®¡° ¦¥¨¥, ª®²®°®¥ ®¡º¿±¿¥², ®²ª³¤  ¡¥°³²±¿ ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¨. �®±ª®«¼ª³ ¬»¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ³ ·¨² ²¥«¿ § ¨¥ ®±®¢   «¨§ , ¬» ¥ ¡³¤¥¬ ¯°¨¢®¤¨²¼ ¯°¨¬¥°»  ° ±ª°»²¨¥ ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¥©. �²¬¥²¨¬, ·²® ½²® ¬¥±²® ¬¥²®¤¨·¥±ª¨  ¨¡®«¥¥ ²°³¤-®¥. �®±ª®«¼ª³ ¯°¨ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¨ ¬» ¥ ¬®¦¥¬ ¯°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ª®ª°¥²®£® ¡¥±ª®-¥·® ¬ «®£® ·¨±« , ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¢»ª°³·¨¢ ²¼±¿ ¤® ²¥µ ¯®°, ª®£¤  ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¨¢®§¨ª³² ± ¬¨ ±®¡®© ¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ¯°¥¤¥«  ¨«¨ ¯°®¨§¢®¤®©, ·²® ¡®«¥¥ ¥±²¥±²¢¥-®. �¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.6.1.�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® x ¬ «® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ·¨±«®¬y ¨«¨ x ¨¬¥¥² ¡®«¼¸¨© ¯®°¿¤®ª ¬ «®±²¨, ·¥¬ y, ¥±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¡¥±ª®¥·®¬ «®£® � ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® x = �y. � ®¡®§ ·¥¨¿µ x = o(y).�²¬¥²¨¬, ·²® �. �¥©¡¨¶ ±·¨² « ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ³«¿¬¨ (¨«¨ ¯®·²¨ ³«¿¬¨),° c±¬ ²°¨¢ ¿ ³«¨ ¡®«¥¥ ¢»±®ª®£® ¯®°¿¤ª , ª®²®°»¬¨ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¤°³£¨¬¨ ¢¥«¨-



2.6. ������� ������� 43·¨ ¬¨ ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥£ ²¼.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.6.2.�¢  £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±«  x ¨ y  §®¢¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ¥±«¨ x = y+o(y).� ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ x � y.�¥¬¬  2.6.1.�«¿ «¾¡»µ ¥³«¥¢»µ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« x � y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ xy � 1.� � � � � � � � � � � � � �.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ x = y + o(y), ²® xy = 1 + o(y)y . �³±²¼ o(y) = �y, £¤¥ � � 0,²®£¤  xy = 1 + � � 1 ¯® ±¢®©±²¢³ ²¥¨. �¡° ²®, ¥±«¨xy � 1, ²® xy = 1 + �, £¤¥ � � 0.�²±¾¤  «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ ²°¥¡³¥¬®¥. ��¥®°¥¬  2.6.1.�«¿ «¾¡»µ x; y; z 2 <1. o(x) + o(x) = o(x);2. ¥±«¨ ·¨±«® k { ª®¥·®, ²® ko(x) = o(kx) = o(x), ¢ · ±²®±²¨, «¾¡®¥ ¡¥±ª®-¥·® ¬ «®¥ ·¨±«® ¨¬¥¥² ¢¨¤ o(1);3. o(o(x)) = o(x);4. o(x)o(x) = o(x2);5. x � x;6. ¥±«¨ x � y, ²® y � x;7. ¥±«¨ x � y ¨ y � z, ²® x � z;8. ¥±«¨ x � x1 ¨ y � y1, ²® xx1 � yy1 (x1; y1 2 <).� � � � � � � � � � � � � �.� ª ª ª, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ±¨¬¢®«®¬ "®-¬ «®¥" ®¡®§ ·¥® ¯°®¨§¢®«¼®¥ ·¨±«®, ¨¬¥-¾¹¥¥ ¡®«¼¸¨© ¯®°¿¤®ª ¬ «®±²¨, ²®, ° ±±³¦¤ ¿ ´®°¬ «¼®, ¨¬¥¥¬ u1 = o(x); u2 =o(x); v = o(y). �®£¤  uk = �kx; v = �y ¤«¿ ¥ª®²®°»µ �1; �2; � � 0, ¯°¨ ½²®¬ ¢ ®¡¹¥¬±«³· ¥ �1 6= �2.1. o(x) + o(x) = u1 + u2 = �1x+ �2x = x(�1 + �2) = �x = o(x).2. ko(x) = ku1 = k�x = x. �®±ª®«¼ª³ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¥·®£® ·¨±«    ¡¥±ª®-¥·® ¬ «®¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®,  � 0, ²® ¥±²¼ ko(x) = o(x). � «®£¨·® ¢²®°®¥° ¢¥±²¢®.3. o(o(x)) = o(u1) = u1, £¤¥  � 0. � «¥¥ ¨¬¥¥¬ o(o(x)) = u1 == �1x, £¤¥ �1 � 0, ²® ¥±²¼ o(o(x)) = o(x).4. o(x)o(x) = �1x�2x = �1�2x2 = o(x2).5. �·¥¢¨¤®.6. �¬¥¥¬ yx = 1xy � 1. � «¥¥ ¯® «¥¬¬¥ 2.6.1.7. � «®£¨·® xz = xyyz � 1.



44 ����� 2. ������������� ����������8. �¬¥¥¬ xyx1y1 = xx1 yy1 � 1. ��®ª §  ¿ ²¥®°¥¬    «®£¨·  ¨§¢¥±²»¬ ´ ª² ¬ ®¡ "®-¬ «®¬". �°¨ ¦¥« ¨¨¬®¦® ¢¢¥±²¨ ¯®¿²¨¥ ¨ "�-¡®«¼¸®¥",   ¨¬¥®�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.6.3.�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® x ¥±²¼ �-¡®«¼¸®¥ ®² ·¨±«  y ¨¯¨± ²¼ x = O(y), ¥±«¨ jxj � ky ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ª®¥·®£® ·¨±«  k.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¨ ¤®ª § ²¼ ¨§¢¥±²»¥ ¨§   «¨§  ±¢®©±²¢ ½²®£® ¯®¿²¨¿. � � � ��  ½²®¬ ¬» § ª ·¨¢ ¥¬ ®¡§®° ®±®¢»µ ±¢®©±²¢ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«. � ±«¥¤³-¾¹¥© £« ¢¥ ¬» ®¡° ²¨¬±¿ ª ¯°¨¬¥¥¨¾ ¨¤¥©  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¢ ¯°¥¯®-¤ ¢ ¨¨   «¨§ .



�« ¢  3.�±®¢»   «¨§ � ½²®© £« ¢¥ ¬» ¨§«®¦¨¬ ®±®¢»¥ ¯®¿²¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®   «¨§    ¿§»ª¥ ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ. �» ±«¥¤³¥¬ ¨¤¥¿¬ �. �¥©¡¨¶  ¨  ·¨ ¥¬ ± ¤¨´-´¥°¥¶¨ «¼®£® ¨ ¨²¥£° «¼®£® ¨±·¨±«¥¨¿, ª ª  ¨¡®«¥¥ ¢ ¦»µ ¤«¿ ¯°¨«®¦¥¨©.�¥®°¨¾ ¯°¥¤¥«®¢ ¬» ¨§« £ ¥¬ ¯®±«¥ ½²¨µ ° §¤¥«®¢ ¤«¿ ¯®«®²». �» ± ®¯°¥¤¥«¥-®© ±²¥¯¥¼¾ ¯®¤°®¡®±²¨ ¨§« £ ¥¬ ²¥®°¨¾ ²®«¼ª® ¤«¿ ´³ª¶¨© ®¤®© ¯¥°¥¬¥®©.�²®±¨²¥«¼® ´³ª¶¨© ¬®£¨µ ¯¥°¥¬¥»µ,   ² ª¦¥ ²¥®°¨¨ ´³ª¶¨© ª®¬¯«¥ª±®© ¯¥-°¥¬¥®© ¬» ®£° ¨·¨¢ ¥¬±¿ ¢¢¥¤¥¨¥¬ ¯®¿²¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® ¢¥ª²®°  (·¨±« ),®±² ¢«¿¿ ° ¡®²³ ¤«¿ ·¨² ²¥«¿.�®, ·²® ¯°¥¤« £ ¥¬ ¿ ª®±²°³ª¶¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²  ±² ¤ °²®©, ®¡º¿±¿¥²±¿ ¢ ¯®-±«¥¤¥¬ ¯ ° £° ´¥. �¬. ² ª¦¥ [6].x3.1. �¥¯°¥°»¢®±²¼� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢³²°¥¨¥ ²®·ª¨ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥-¨¿ ´³ª¶¨©, ²® ¥±²¼ ² ª¨¥, ·²® ¨µ ®°¥®« ¶¥«¨ª®¬ «¥¦¨² ¢ °®¡¨±®®¢®¬ ° ±¸¨°¥¨¨®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿.1�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.1.1.�³ª¶¨¿ f  §»¢¥²±¿ ¥¯°¥°»¢®© ¢® ¢³²°¥¥© ²®·ª¥ a ±¢®¥© ®¡« ±²¨ ®¯°¥-¤¥«¥¨¿, ¥±«¨ ¢ ²®·ª µ ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨µ ª a § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª® ªf(a), ²® ¥±²¼ ¤«¿ ¢±¥µ x � a ¡³¤¥² f(x) � f(a).� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥¯°¥°»¢®±²¼ ¯®¨¬ ¥²±¿ ¢ ²®·®±²¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ±  ¸¥©¨²³¨¶¨¥©. �®£« ±® ¯®¿²¨¾ ²¥¨ ¨ ±¢®©±²¢ ª®¥·»µ ·¨±¥«, ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¥¨¥1�®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® E � R ®²ª°»²® ¢ ¥±²¥±²¢¥®© ²®¯®«®£¨¨ ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  8x 2 EO(x) � eE.



46 ����� 3. ������ �������¥¯°¥°»¢®±²¨ § ¯¨± ²¼ ¢ ½ª¢¨¢ «¥²®© ´®°¬¥: ¤«¿ ¢±¥µ x � a �(f(x)) = f(a) ¨«¨f(x) = f(a) + �, £¤¥ � � 0.�¹¥ ¡®«¥¥ ¨²³¨²¨¢® ¿±»¬ ¯®¿²¨¥ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨ ° ±±¬®-²°¥²¼ ¯°¨° ¹¥¨¿. � ª ª ª ° §®±²¼ f(x) � f(a) ¥±²¼ ¯°¨° ¹¥¨¥ ´³ª¶¨¨,   x � a{ ¯°¨° ¹¥¨¥  °£³¬¥² , ®·¥¢¨¤®, ·²® ´³ª¶¨¿ ¥¯°¥°»¢  ¢ ²®·ª¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¬³ ¯°¨° ¹¥¨¾  £°³¬¥²  ¢ ½²®© ²®·ª¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥²¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ¯°¨° ¹¥¨¥ ´³ª¶¨¨. �®±«¥¤¥¥ ¬®¦® ¯°¨¿²¼ §  ®¯°¥¤¥«¥¨¥.�¥®°¥¬  3.1.1.1. �« ±± ´³ª¶¨©, ¥¯°¥°»¢»µ ¢ ²®·ª¥ a, § ¬ª³² ®²®±¨²¥«¼® ±«®¦¥¨¿ ¨³¬®¦¥¨¿,   ² ª¦¥ ®¯¥° ¶¨¨ ª®¬¯®§¨¶¨¨.2. �²®¸¥¨¥ ¤¢³µ ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª¶¨© (¢ ²®·ª¥ a) ¥¯°¥°»¢®, ¥±«¨ § ¬¥- ²¥«¼ ¢ ½²®© ²®·ª¥ ¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼.� � � � � � � � � � � � � �.� ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ±¢®©±²¢  ²¥¨, ¯®«³·¥»¥ ¢ ²¥®°¥¬¥ 2.3.4. �³±²¼´³ª¶¨¨ f ¨ g { ¥¯°¥°»¢» ¢ ²®·ª¥ a. �®£¤  ¯°¨ x � a(f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(a) + �+ g(a) + � == f(a) + g(a) + (�+ �) � f(a) + g(a):� «®£¨·® ¤«¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ´³ª¶¨¿ f { ¥¯°¥°»¢  ¢ ²®·ª¥ a,   ´³ª¶¨¿ g { ¢ ²®·ª¥ f(a).�®£¤  ¤«¿ x � a f(x) � f(a) ¢ ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ f . �®, ² ª ª ª g { ¥¯°¥°»¢  ¢²®·ª¥ f(a), ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® g(f(x)) � g(f(a)), ²® ¥±²¼ ª®¬¯®§¨¶¨¿ g�f ¥¯°¥°»¢ ¢ ²®·ª¥ a.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¢²®°®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® g(a) 6= 0,   ´³ª¶¨¨f ¨ g ¥¯°¥°»¢» ¢ ²®·ª¥ a. �®£¤  ¤«¿ ¢±¥µ x � a� �f(x)g(x)� = �(f(x))�(g(x)) = f(a)g(a) : ��®ª §  ¿ ²¥®°¥¬  ¤ ¥² ¯°¨¬¥° ¯°¨¬¥¥¨¿ ¬¥²®¤®«®£¨¨  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·-® ¬ «»µ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ´ ª²®¢   «¨§ .�¤¥±¼ ¨ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬»®¡° ¹ ¥¬ ¢¨¬ ¨¥ ¨¬¥®   ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , ¨±¯®«¼§³¾¹¨¥ ²¥µ¨ª³ ¡¥±ª®¥·® ¬ -«»µ, ®±² ¢«¿¿ ²° ¤¨¶¨®»¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¡¥§ ¢¨¬ ¨¿, ³ª §»¢ ¿ ²®«¼ª® ´ ª²».�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.1.2.�³ª¶¨¾ f  §®¢¥¬ ¥¯°¥°»¢®© ±«¥¢  ¢ ²®·ª¥ a, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ x � a ² ª¨µ,·²® x < a f(x) � f(a). � «®£¨·® ®¯°¤¥«¿¥²±¿ ¥¯°¥°»¢®±²¼ ±¯° ¢ .�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¥¯°¥°»¢®±²¼ ¢ ¤ ®© ²®·ª¥ ° ¢®±¨«¼ ®¤®¢°¥¬¥®© ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¨ ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢ .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.1.3.�³ª¶¨¾ f  §®¢¥¬ ¥¯°¥°»¢®©   ¬®¦¥±²¢¥ E � R, ¥±«¨ ®  ¥¯°¥°»¢ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ½²®£® ¬®¦¥±²¢ . �°¨·¥¬ ¥¯°¥°»¢®±²¼ ¢ £° ¨·»µ ²®·ª µ ¬®¦¥-±²¢  E ¯®¨¬ ¥²±¿ ª ª ®¤®±²®°®¿¿. �« ±± ´³ª¶¨©, ¥¯°¥°»¢»µ   ¬®¦¥±²¢¥E, ¨¬¥¥² ®¡®§ ·¥¨¥ C(E).



3.1. ������������� 47
�O a x1 xk0 c xk0+1 xN�1 b -6y x

�¨±. 3.1. �¨±³®ª ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» �®¸¨� ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¯°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ²¥®°¥¬  3.1.1 ¢¥° ª ª ¤«¿ ®¤®±²®°®¥© ¥¯°¥°»¢®±²¨, ² ª ¨ ¤«¿ ¥¯°¥°»¢®±²¨   ¬®¦¥±²¢¥.� ¤¨ ¯®«®²» ¨§«®¦¥¨¿ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ®¤³ ²¥®°¥¬³ ® ´³ª¶¨¿µ, ¥¯°¥°»¢»µ  ®²°¥§ª¥. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¥¥ ¤¥¬®±²°¨°³¥² ¬¥²®¤» ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿   «¨§    ¿§»ª¥ ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ.�¥®°¥¬  3.1.2.(±¬. [18, ±. 45]). �³±²¼ ´³ª¶¨¿ f ¥¯°¥°»¢    ®²°¥§ª¥ [a; b], ¯°¨·¥¬  ª®¶ µ ½²®£® ®²°¥§ª  ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¿ ° §»µ § ª®¢. �®£¤  ¢ ¨²¥°¢ «¥ (a; b) ©¤¥²±¿ ²®·ª , ¢ ª®²®°®© ´³ª¶¨¿ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼.(�²  ²¥®°¥¬  ¨§¢¥±²  ª ª ²¥®°¥¬  �®«¼¶ ® { �®¸¨ ¨ ®¡»·® ª®¬¬¥²¨°³¥²-±¿ ª ª ´ ª², ¯®¤²¢¥°¦¤ ¾¹¨©  ¸¨ ¨²³¨²¨¢»¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ® ¥¯°¥°»¢®±²¨ {¥¯°¥°»¢³¾ ª°¨¢³¾ (£° ´¨ª ´³ª¶¨¨) ¬®¦®  °¨±®¢ ²¼ ®¤¨¬ °®±·¥°ª®¬ ¯¥° .)� � � � � � � � � � � � � �.�²³¨²¨¢®  ©²¨ ®«¼ ´³ª¶¨¨ ²®¦¥ ¥²°³¤® { ±«¥¤³¥² ²®«¼ª® ¢§¿²¼ ¯¥°¢³¾²®·ª³, ¢ ª®²®°®© ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥±² ¥² ¡»²¼ ®²°¨¶ ²¥«¼®© (¨«¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®©, ¢ § -¢¨±¨¬®±²¨ ®² § ª  f(a)). �°¨¢®¤¨¬®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® (¢ ½²®¬ ¢ °¨ ²¥ ®® ¯°¨ ¤-«¥¦¨² �. �. � ²¢¥¥¢®©) ¯®«®±²¼¾ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¨²³¨²¨¢®¬³ ° ±±³¦¤¥¨¾. �®«¥¥²®£®, ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥ ¿ ¨¤¥¿ ¨ ¥±²¼ ¯® ±³²¨ ¤¥«  ¤®ª § ²¥«¼±²¢®!�¥¯¥°¼ ¯°®¢¥¤¥¬ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¡®«¥¥  ªª³° ²®. �«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ±·¨² ¥¬, ·²®f(a) < 0; f(b) > 0. �±²¥±²¢¥®, f 2 C[a; b].�³±²¼ N 2 @ (²® ¥±²¼ ¡¥±ª®¥·®¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«®). � §®¡¼¥¬ ®²°¥§®ª [a; b]  N ° ¢»µ · ±²¥© ²®·ª ¬¨ xk = a+ b�aN ; k = 1; 2; : : : ;N .�®£¤  f(x0) < 0,   ² ª ª ª f(xN ) > 0,  ©¤¥²±¿ ®¬¥° k0 ² ª®©, ·²® f �xk0� �0; f �xk0+1� � 0. �®«®¦¨¬ c = �xk0 �®±ª®«¼ª³ N { ¡¥±ª®¥·® ¢¥«¨ª®, b�aN � 0 ¨,±«¥¤®¢ ²¥«¼®, xk0 � xk0+1. � ª ª ª ´³ª¶¨¿ f ¥¯°¥°»¢  ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ®²°¥§ª ,  c 2 (a; b), ²® f ¥¯°¥°»¢  ¢ ²®·ª¥ c. � ª¨¬ ®¡° §®¬, �(f(xk0 )) = �(f(xk0+1)) = f(c).



48 ����� 3. ������ �������� ª ª ª f �xk0� � 0; f(c) � 0. � ª ª ª f �xk0+1� � 0; f(c) � 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬,0 � f(c) � 0, ²® ¥±²¼ f(c) = 0 (±¬. °¨±. 3.1). ��®ª § ²¥«¼±²¢®, ¯°¨¢¥¤¥®¥  ¬¨, ¨¬¥¥² "¯®·²¨ ª®±²°³ª²¨¢»©" µ ° ª²¥°.�», ¥±²¥±²¢¥®, ¥ ¬®¦¥¬ °¥ «¼® ° §¡¨²¼ ®²°¥§®ª   · ±²¨ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®© ¤«¨-», ®, ²¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¬®¦¥¬ ° §¡¨²¼ ¥£®   ®²°¥§ª¨ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®© ¤«¨». �®¥±²¼ ¥±«¨  ± ¨²¥°¥±³¥² ª®°¥¼ ³° ¢¥¨¿ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¥ª®²°®© ®¸¨¡ª¨ err, ²®,¯®¤¡¨° ¿ N 2 N ² ª, ·²®¡» b�aN ¡»«® ¡» ±²°®£® ¬¥¼¸¥ ³ª § ®© ®¸¨¡ª¨ (²®·®±²¨)¨ ° §¡¨¢ ¿ ®²°¥§®ª ² ª, ª ª ³ª § ® ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬», ¬» ¯®«³·¨¬ § ·¥¨¥ª®°¿ ± ²®·®±²¼¾ ¤® err. � ª ·¥±²¢¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¬®¦® ¢§¿²¼ «¨-¡® xk0 , «¨¡® xk0+1, «¨¡® ±¥°¥¤¨³ ®²°¥§ª  ¬¥¦¤³ ¨¬¨, £¤¥ xk0 ¢»¡¨° ¥²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿xk0 { ¯¥°¢ ¿ ²®·ª  ² ª ¿, ·²® f �xk0� � 0; f �xk0+1� � 0. �±®, ·²® ¢ ±«³· ¥ err � 0¬» ¨¬¥¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®  ¸¥© ²¥®°¥¬», ¨¡®, ª ª ¨§ ¥£® ¢¨¤®, ° §®±²¼ ¬¥¦¤³±®±¥¤¨¬¨ ²®·ª ¬¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬¨ ¯°¨¢¥¤¥®¬³ ³±«®¢¨¾, ª ª ° § ¨ ° ¢  err.�·¥¢¨¤®, ·²® ³ª §  ¿ ¨¤¥¿ «¥£ª® ¯°®£° ¬¬¨°³¥²±¿.�¨¬ ²¥«¼»©   «¨§ ¯°¥¤«®¦¥®£® ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥  «£®°¨´¬  ¯®ª §»¢ ¥²,·²® ¯® ¤ ®© ±µ¥¬¥,  ©¤¿ ®¤¨ ª®°¥¼ (ª±² ²¨, ª ª ¥²°³¤® ¯®¿²¼,  ¨¬¥¼¸¨©  ¤ ®¬ ®²°¥§ª¥), ¯°®¤®«¦ ¿ ¢»·¨±«¿²¼ § ª¨ ´³ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ xk, ¬»  ©¤¥¬ ¨¢±¥ ®±² «¼»¥ (¥±«¨ ®¨ ¥±²¼) ª®°¨ ³° ¢¥¨¿. �®«¥¥ ²®£®, ½²¨¬ ¬¥²®¤®¬ ¬®¦®°¥¸ ²¼ ¨ ³° ¢¥¨¥ f(x) = C, £¤¥ C { ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®, ²® ¥±²¼¤®ª § ²¼ ®¡®¡¹¥»© ¢ °¨ ² ²¥®°¥¬» �®«¼¶ ® { �®¸¨ ® ¯¥°¥±¥·¥¨¨ £° ´¨ª®¬¥¯°¥°»¢®© ´³ª¶¨¨ «¾¡®© ¯°¿¬®© y = C, ¢ ±«³· ¥, ¥±«¨ C «¥¦¨² ¬¥¦¤³  ¨¡®«¼¸¨¬¨  ¨¬¥¼¸¨¬ § ·¥¨¿¬¨ ´³ª¶¨¨   ¤ ®¬ ®²°¥§ª¥.� ¬® ¦¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥  ¨¡®«¼¸¥£® ¨  ¨¬¥¼¸¥£® § ·¥¨¿ ³ ´³ª¶¨¨, ¥¯°¥-°»¢®©   ®²°¥§ª¥, ¨§¢¥±²®¥ ª ª ¢²®° ¿ ²¥®°¥¬ �. �¥©¥°¸²° ±±  ® ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª¶¨¿µ, ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ±° ¢¨¢ ¿ § ·¥¨¿ ´³ª-¶¨¨ ¢ ²®·ª µ xk ¨ ¢»¡¨° ¿ ¨§ ¨µ ± ¬®¥ ¡®«¼¸®¥ ¨ ± ¬®¥ ¬ «¥¼ª®¥. �®£¤ , ¥±«¨ ¤«¿¢±¥µ k = 1; 2; : : : ;N f (xko ) � f (xk), ²® ²®·ª  c = �xk0 ¤ ¥²  ¨¡®«¼¸¥¥ § ·¥¨¥´³ª¶¨¨. � ª ¨ ¢»¸¥, ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿ ²®£®, ·²® ½²® "¯¥°¢ ¿" ² ª ¿ ²®·ª . �®«¥¥²®£®, § ¤ ¢¸¨±¼ ¥ª®²®°®© ²®·®±²¼¾ ¢»·¨±«¥¨© err, ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ¯°¨¡«¨¦¥® ¨¡®«¼¸¥¥ § ·¥¨¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® err, ·²® ±®¢  «¥£ª® ¯°®£° ¬¬¨°³¥²±¿.�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» �. �¥©¥°¸²° ±±  ²°¥¡³¥²±¿ ´ ª², ·²®¢ ¬®¦¥±²¢¥ x1; x2; : : : ; xN , £¤¥ N { ¡¥±ª®¥·®¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«®, ¨¬¥¥²±¿  ¨¡®«¼-¸¨© ¨  ¨¬¥¼¸¨© ½«¥¬¥². �²® ¢¥°® ¤«¿ «¾¡®£® ª®¥·®£® ¬®¦¥±²¢ , ²® ¥±²¼½«¥¬¥²» ª®²®°®£® § ³¬¥°®¢ » ®²°¥§ª®¬  ²³° «¼®£® °¿¤ . � ¬ ¦¥ ³¦¥ ½²®²°¥§³«¼² ² ¤«¿ £¨¯¥°ª®¥·®£® ¬®¦¥±²¢  { § ³¬¥°®¢ ®£® ®²°¥§ª®¬ £¨¯¥° ²³° «¼-®£® °¿¤ 2.�¥®°¥¬  3.1.3.� £¨¯¥°ª®¥·®¬ ¬®¦¥±²¢¥ ¨¬¥¾²±¿  ¨¡®«¼¸¨© ¨  ¨¬¥¼¸¨© ½«¥¬¥²».� � � � � � � � � � � � � �.�°¨¬¥¨¬ ¯°¨¶¨¯ ¯¥°¥®±  ª "¯¥°¥¡®°³" ½«¥¬¥²®¢ ¬®¦¥±²¢ .2�¬¥¥²±¿ ¢ ¢¨¤³ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¢³²°¥¥© ¡¨¥ª¶¨¨, ²® ¥±²¼ ´³ª¶¨¨, ®¯¨±»¢ ¥-¬®© ¢ ²¥°¬¨ µ ±¯¥¶¨ «¼®£® ¿§»ª  (±¬. £« ¢³ 5).



3.2. ���������������� ���������� 49� ±±¬®²°¨¬ ®·¥¢¨¤® ¢¥°®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±« µ8n 2 N9m 2 N8 k 2 f1; 2; : : : ; ngak � am:�°¨¬¥¿¿ ª ¥¬³ ¯°¨¶¨¯ ¯¥°¥®± , ¯®«³·¨¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥  ¨¡®«¼¸¥£® ½«¥¬¥² ³ ¬®¦¥±²¢  fa1; a2; : : : ; ang ¤«¿ «¾¡®£® £¨¯¥° ²³° «¼®£® n. � «®£¨·® ¢ ² ª®¬¬®¦¥±²¢¥ ¥±²¼ ¨  ¨¬¥¼¸¨© ½«¥¬¥². �x3.2. �¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ¨±·¨±«¥¨¥3.2.1. �¨´´¥°¥¶¨ «�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.2.1.�²®¡° ¦¥¨¥ L : < �! <  §®¢¥¬ «¨¥©»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ £¨¯¥°¢¥¹¥·±²¢¥-»µ x ¨ a ¢»¯®«¥® L(ax) = aL(x).�¥¬¬  3.2.1.�±«¨ L { «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ²® ¤«¿ ¢±¥µ x 2 < ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® L(x) =lx, £¤¥ l 2 <.3� � � � � � � � � � � � � �.�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨¬¥¥¬ L(x) = L(x1) = xL(1) = lx, £¤¥ l = L(1). ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.2.2.�¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ L  §®¢¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¬, ¥±«¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ·¨-±«® l ¢¥¹¥±²¢¥®¥.�«¥¤³¿ �. �¥©¡¨¶³, ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ¡³ª¢®© D,   ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹¥¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® d.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.2.3.�³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ dx (  ² ª¦¥, ±®®¡° §® ± ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼¾, dy;dz;dt) ¤¨´´¥-°¥¶¨ « ¥§ ¢¨±¨¬®© ¯¥°¥¬¥®©, ²® ¥±²¼ ¤¨´´¥°¥¶¨ «, ®¯°¥¤¥«¥»© ¯° ¢¨-«®¬ dx(x) = x ¤«¿ ¢±¥µ x 2 <.3.2.2. �ª¢¨¢ «¥²»¥ ´³ª¶¨¨�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.2.4.�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ´³ª¶¨¨ f ¨ g ½ª¢¨¢ «¥²» ¨ ¯¨± ²¼ f ' g, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ � ¨¬¥¥² ¬¥±²® f(�) � g(�).�¥²°³¤® ¯®¿²¼, ·²® ¬» ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¯°®±²® ¯®¿²¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²»µ ¢ ³«¥ ´³ª-¶¨©.�¥®°¥¬  3.2.1.�²®¸¥¨¥ ' ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨.� � � � � � � � � � � � � �. �±² ¢«¿¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¤«¿ ·¨² ²¥«¿.� 3�«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ®¡« ¤ ¥² ¥±²¥±²¢¥»¬ ±¢®©±²¢®¬ { L(ax+by) = aL(x) + bL(y).



50 ����� 3. ������ ��������¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.2.5.�³±²¼ f ¨ g { ¤¢¥ ¢¥¹¥±²¢¥»¥4 ´³ª¶¨¨. �³±²¼, ¤ «¥¥, ²®·ª  a 2 R ² ª ¿,·²® O(x) n fag \ domf 6= ; (² ª¨¥ ²®·ª¨ ¿¢«¿¾²±¿ ²®·ª ¬¨ ¯°¨ª®±®¢¥¨¿ ®¡« ±²¨®¯°¥¤¥«¥¨¿ f). �¢¥¤¥¬ ´³ª¶¨¾ fa : fa(�) = f(a + �) (¤«¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ �).�³ª¶¨¿ ga ¢¢®¤¨²±¿   «®£¨·®.�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ´³ª¶¨¨ f ¨ g ½ª¢¨¢ «¥²» ¢ ²®·ª¥ a, ¥±«¨ ´³ª¶¨¨ fa¨ ga ½ª¢¨¢ «¥²». �¨¸¥¬ f 'a g.�¥£ª® ¯®¿²¼ (³¯° ¦¥¨¥), ·²® ²¥®°¥¬  3.2.1 ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¨ ¤«¿ ±«³· ¿ ½ª¢¨¢ -«¥²®±²¨ ¢ ²®·ª¥.3.2.3. �¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¼ ´³ª¶¨¨�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.2.6.�³±²¼ O(a) � domf . �°¨° ¹¥¨¥¬ ´³ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ a, ¢»§¢ »¬ ¯°¨° -¹¥¨¥¬  °£³¬¥²  �x,  §®¢¥¬ ´³ª¶¨¾ �f , ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¯° ¢¨«®¬ �fa(�x) =f(a +�x)� f(a).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.2.7.�³ª¶¨¾ f  §®¢¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®© ¢ ²®·ª¥ a, ¥±«¨ ¥¥ ¯°¨° ¹¥¨¥, ¢»§¢ -®¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¬ �x, ½ª¢¨¢ «¥²® ¥ª®²®°®¬³ ¤¨´´¥°¥¶¨ «³, ²® ¥±²¼ ±³¹¥-±²¢³¥² ¤¨´´¥°¥¶¨ « Da, ² ª®©, ·²® Da ' �fa. �¨´´¥°¥¶¨ « Da ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼df(a). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ �x �fa(�x) = df(a)(�x) + o(�x).� ª ª ª df(a)(�x) = da�x, ²® �fa(�x) = da�x+ o(�x), £¤¥ da 2 R.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.2.8.�¨±«® da  §®¢¥¬ ¯°®¨§¢®¤®© ´³ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ a ¨ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ f 0(a)¨«¨ dfdx (a) = df(a)dx .�¯° ¢¤ ®±²¼ ¯®±«¥¤¥£® ®¡®§ ·¥¨¿ ®¡³±«®¢«¥  ±«¥¤³¾¹¨¬ ° ±±³¦¤¥¨¥¬.� ±±¬®²°¨¬ «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾ L ¨ ¥¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ « dLa. �®£¤  �La(�x) =L(a +�x)� L(a) = l(a+�x)� la = l�x. � ª¨¬ ®¡° §®¬, «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ±®¢¯ ¤ -¥² ±® ±¢®¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¬. �®½²®¬³ ¬» ¬®¦¥¬ ¥ ° §«¨· ²¼ dx ¨ ³¬®¦¥¨¥   °£³¬¥². � «¥¥ ¨¬¥¥¬ �fa(�x) = df(a)(�x) + o(�x) == df(a) (dx (a)) (�x) + o(�x) == f 0(a)dx(a)�x + o(�x):� ª¨¬ ®¡° §®¬, df(a) = f 0(a)dx ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, f 0(a) = df(a)dx .�°¨ ½²®¬, ¯°®±²®²» ° ¤¨, ¬» ¬®¦¥¬ ¥ ° §«¨· ²¼ ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ¯°¨° ¹¥¨¥ ¨¤¨´´¥°¥¶¨ « ´³ª¶¨¨.�¥®°¥¬  3.2.2.f 0(a) = � ��fa(�x)�x � ¯°¨ ¥³«¥¢»µ �x � 0.4(domf; rngf;domg; rngg � R)
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�¨±. 3.2. �°®¢¥¤¥¨¥ ª ± ²¥«¼®© ª ª°¨¢®©� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ �x { ¥³«¥¢®¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ·¨±«®. �®£« ±® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, df(a)(�x) =f 0(a)�x + o(�x). � ª ª ª �x 6= 0, ®²±¾¤  ¯®«³· ¥¬, ·²® f 0(a) = df(�x)�o(�x)�x =df(�x)�x � o(�x)�x . � ª ª ª ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯®±«¥¤¿¿ ¤°®¡¼ ¡¥±ª®¥·® ¬ « , ¯®«³· ¥¬²°¥¡³¥¬®¥. ��°¨¬¥°. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨ f : f(x) = x2. �¬¥¥¬ �fx(�x) =(x+�x)2 � x2 = x2 + 2x�x+�x2 � x2 = 2x�x+�x2. �²±¾¤  f 0(x) = 2x.�®«¥¥ ¢®«¼®¥ ° ±±³¦¤¥¨¥ ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: dx2 = (x+dx)2�x2 =2xdx + dx2. �²±¾¤  dx2dx = 2x + dx � 2x, ²® ¥±²¼ f 0(x) = 2x. �°¨·¥¬ ° ±±³¦¤¥¨¥½²®, ±®£« ±® ¢»¸¥±ª § ®¬³,  ¡±®«¾²® § ª®®!3.2.4. �° ¢¥¨¥ ª ± ²¥«¼®©�» ¯°®¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ° § ° ±±³¦¤¥¨¥ ® ¯°®¢¥¤¥¨¨ ª ± ²¥«¼®© (±¬. 1.5), ® ³¦¥ ±®±²°®£® ®¡®±®¢ »¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥¬  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ. �±²¥±²¢¥®,° ±±³¦¤¥¨¿ ¡³¤³² ¯®·²¨ ²®¦¤¥±²¢¥» (±¬. °¨±. 3.2).�³±²¼ f { ¥ª®²®° ¿ ´³ª¶¨¿ ¨ M0 =< x0; f(x0) > { ¥ª®²®° ¿ ²®·ª  ¥¥ £° ´¨ª ,¯°¨·¥¬ f ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ x0. � ±±¬®²°¨¬ ²®·ª³M =< x1; f(x1) > £° ´¨ª ´³ª¶¨¨ f ¨ ¯°®¢¥¤¥¬ ¯°¿¬³¾, ±®¥¤¨¿¾¹³¾ ½²¨ ¤¢¥ ²®·ª¨ (±¥ª³¹³¾). �¥ ³° ¢¥¨¥¡³¤¥² y�f(x0)f(x1)�f(x0) = x�x0x1�x0 . �®±«¥ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¯®«³·¨¬ y = f(x0)+�fx0(�x)(x � x0) (�x = x1 � x0). �³±²¼ ²¥¯¥°¼ x1 � x0. �®£¤ , ² ª ª ª ´³ª¶¨¿ f¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ,y = f(x0) + �fx0(�x)(x� x0) = f(x0) + df(x0)(dx)(x� x0) + o(dx) == f(x0) + f 0(x0)(x � x0) + o(dx):



52 ����� 3. ������ �������� ±±¬®²°¨¬ ¯°¿¬³¾ ± ³° ¢¥¨¥¬ y = f(x0) + f 0(x0)(x � x0). �³±²¼ x � x0; y =f(x). �®£¤  ° ±±²®¿¨¥ ®² ²®·ª¨ < x; f(x) > ¤® ²®·ª¨   ¯°¿¬®© y = f(x0) +f 0(x0)(x � x0), ¢»·¨±«¥®¥ ¯® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°³ ª ®±¨  ¡±¶¨±±, ¡³¤¥² ° ¢® f(x) �(f(x0) + f 0(x0)(x� x0)). � ª ª ª x � x0, f(x) = f(x0)+ f 0(x0)(x�x0)+ o(dx) ¨, ±«¥¤®-¢ ²¥«¼®, ¢»·¨±«¿¥¬®¥ ° ±±²®¿¨¥ ° ¢® o(dx) = o(x�x0), ²® ¥±²¼ ®²ª«®¥¨¥ ¯°¿¬®©y = f(x0)+ f 0(x0)(x�x0) ®² £° ´¨ª  ´³ª¶¨¨ ¬ «® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ®²ª«®¥¨¥¬ ²®·-ª¨ ®² ²®·ª¨ x0. � ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¸  ¯°¿¬ ¿ "¢ ¬ «®¬" ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥³¾ ®¡¹³¾²®·ª³ ± £° ´¨ª®¬ ´³ª¶¨¨ ¨ "±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®" ®²ª«®¿¥²±¿ (®²µ®¤¨²) ®² £° ´¨ª ´³ª¶¨¨, ²® ¥±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ª ± ²¥«¼®©.3.2.5. �±®¢»¥ ²¥®°¥¬» ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ¨±·¨±«¥-¨¿�«¿ ¨««¾±²° ¶¨¨ ¬¥²®¤  ¯°¨¢¥¤¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬ ® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®-±²¨ °¥§³«¼² ²®¢  °¨´¬¥²°¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©  ¤ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨,  ² ª¦¥ ²¥®°¥¬³ ® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¨ ª®¬¯®§¨¶¨¨. �°¥¤¢ °¨²¥«¼® ¤®ª ¦¥¬ ¥¯°¥-°»¢®±²¼ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®© ´³ª¶¨¨.�¥®°¥¬  3.2.3.�±«¨ ´³ª¶¨¿ f ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ a, ²® ®  ¥¯°¥°»¢  ¢ ½²®© ²®·ª¥.� � � � � � � � � � � � � �.�¬¥¥¬ ¯°¨ x � af(x)� f(a) = �fa(x� a) = df(a)(x � a) + o(x� a) == f 0(a)(x � a) + o(x� a) � 0: ��¥®°¥¬  3.2.4.�³±²¼ ´³ª¶¨¨ f ¨ g ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬» ¢ ²®·ª¥ a. �®£¤  ´³ª¶¨¨ f + g; fg {¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬» ¢ ²®·ª¥ a.� � � � � � � � � � � � � �.�» ¤®ª ¦¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. �¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¼ ±³¬¬»¤®ª §»¢ ¥²±¿ ²®·® ² ª ¦¥.�¬¥¥¬�(fg)a(�x) = fg(a +�x)� fg(a) = f(a +�x)g(a +�x)� f(a)g(a) == f(a +�x)g(a +�x) + f(a)g(a +�x)� f(a)g(a +�x)� f(a)g(a) == (f(a +�x)� f(a)) g(a+�x) + f(a) (g(a+�x)� g(a)) == �fa(�x)g(a+�x)+f(a)�ga(�x). � ª ª ª a+�x � a ¨ ´³ª¶¨¿ g, ¡³¤³·¨ ¤¨´´¥°¥-¶¨°³¥¬®©, ¥¯°¥°»¢  ¢ ²®·ª¥ a, g(a+�x) = g(a)+o(1). � ±¨«³ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¨�fa(�x) = df(a)(�x) + o(�x); �ga(�x) = dg(a)(�x) + o(�x):� ª¨¬ ®¡° §®¬,�(fg)a(dx) = (df(a)(�x) + o(�x)) (g(a) + o(1)) +



3.2. ���������������� ���������� 53+f(a) (dg(a)(�x) + o(�x)) = df(a)(�x)g(a) + f(a)dg(a)(�x)++df(a)(�x)o(1) + o(�x)g(a) + o(�x)o(1) + f(a)o(�x):�®ª ¦¥¬, ·²®df(a)(�x)o(1) + o(�x)g(a) + o(�x)o(1) + f(a)o(�x) = o(�x):�¥©±²¢¨²¥«¼®, df(a)(�x)o(1) + o(�x)g(a) + o(�x)o(1) + f(a)o(�x) == f 0(a)�xo(1) + ��xg(a) + ��xo(1) + f(a)�x;£¤¥ �; �;  ¡¥±ª®¥·® ¬ «».� ª¨¬ ®¡° §®¬,df(a)(�x)o(1) + o(�x)g(a) + o(�x)o(1) + f(a)o(�x) == �f 0(a)o(1) + �g(a) + �o(1) + f(a)��x = "�x = o(�x);² ª ª ª ®·¥¢¨¤®, ·²® f 0(a)o(1) + �g(a) + �o(1) + f(a) � 0.� ª¨¬ ®¡° §®¬, �(fg)a = (f 0(a)g(a) + f(a)g0(a)) �x+ o(�x), ·²® ¨ ®§ · ¥² ¤¨´-´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. �®«¥¥ ²®£®, ¤®ª § ® ¯° ¢¨«® ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ (fg)0 = f 0g + fg0.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ ® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¨ · ±²®£® (± ¨§-¢¥±²»¬¨ ®£° ¨·¥¨¿¬¨) ± ¬®±²®¿²¥«¼®. ��¥®°¥¬  3.2.5.�³±²¼ ´³ª¶¨¿ f ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ a,   ´³ª¶¨¿ g ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢²®·ª¥ f(a). �³±²¼ ª®¬¯®§¨¶¨¿ g � f ®¯°¥¤¥«¥  ¢ ¥ª®²®°®© ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ a.�®£¤  g � f ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ a ¨ (g � f)0(x) = g0(f(x))f 0(x).� � � � � � � � � � � � � �.� ±¨«³ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¨ f ¨¬¥¥¬�fa(�x) = D(f(a)�x + o(�x) = f 0(a)dx + o(�x):� ±¨«³ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¨ g�gf(a)(�y) = dg(f(a))(�y) +O(�y):�¬¥¥¬ �g�fa(�x) = g(f(a+�x))�g(f(a)). � ª ª ª f(a+�x) � f(a), ²®, ¯®«®¦¨¢�y = f(a +�x)� f(a), ¯®«³·¨¬�g � fa(�x) = �gf(a)(�y) + o(�y) = g0(f(a) (f(a +�x)� f(a)) + o(�y):�«¨ �g � fa(�x) = g0(f(a)) (�fa(�x) + o(�x)) + o(�y) == g0(f(a))f 0(a)�x + g0(f(a))o(�x) + ��y == g0(f(a))f 0(a)�x + g0(f(a))��x + � (�fa(�x)) == g0(f(a))f 0(a)�x+ g0(f(a))��x + � �f 0(a)�x + �x� =



54 ����� 3. ������ �������= g0(f(a))f 0(a)�x + g0(f(a))��x + �f 0(a)�x+ �f 0(a)�x == g0(f(a))f 0(a)�x + "�x. �²±¾¤  { ²°¥¡³¥¬®¥. �� ¬¥· ¨¥ ® ¤¨´´¥°¥¶¨ « µ. �¥®°¥¬  3.2.5 ¯®ª §»¢ ¥², ·²® dg � f = dg � df .�¥¬ ± ¬»¬, ±² ¤ °² ¿ ´®°¬  ¤¨´´¥°¥¶¨ «  dy = f 0(x)dx ¯°¨ § ¬¥¥ ¯¥°¥¬¥®©± ¯®¬®¹¼¾ ° ¢¥±²¢  x = '(t) ¯°¨¢®¤¨²±¿ ¯°®±²»¬ ¢»·¨±«¥¨¥¬ dx = '0(t)dt; dy =f 0('(t))'0(t)dt ª ¢¨¤³ ¤«¿ § ¬¥» ¯¥°¥¬¥®© ¢ ¥®¯°¥¤¥«¥®¬ ¨²¥£° «¥.�» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» �. �¥°¬  ® ª°¨²¨·¥±ª¨µ ²®·ª µ. �±-² «¼ ¿ · ±²¼ "´° ¶³§±ª¨µ" ²¥®°¥¬ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ²° ¤¨¶¨®®, ¨, ²¥¬ ± ¬»¬, ¤ «¼-¥©¸¥¥ ¨§«®¦¥¨¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ¨±·¨±«¥¨¿ ¨·¥¬ ¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ²° ¤¨¶¨-®®£®.�¥®°¥¬  3.2.6.�³±²¼ a { ²®·ª  ½ª±²°¥¬³¬  («®ª «¼®£®) ´³ª¶¨¨ f . �®£¤  «¨¡® f ¥¤¨´´¥-°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ a, «¨¡® f 0(a) = 0.� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ ´³ª¶¨¿ f ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ a, ª®²®° ¿, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨, ¿¢«¿-¥²±¿ ²®·ª®© ¬ ª±¨¬³¬ . �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® dx � 0 ¨ dx > 0. �®£¤  f(a+dx)�f(a) � 0,±«¥¤®¢ ²¥«¼®, f(a+dx)�f(a)�x � 0. �¥¬ ± ¬»¬ f 0(a) = � � f(a+dx)�f(a)�x � � 0.� «®£¨·®, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ±²°®£® ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ dx, ¯®«³·¨¬,·²® f 0(a) � 0, ²® ¥±²¼ f 0(a) = 0. �x3.3. �²¥£° «3.3.1. �¯°¥¤¥«¥¨¥� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¯®±²°®¨¬ ¨²¥£° « �¨¬  . �®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¿ª ¿ ¥¯°¥-°»¢ ¿   ®²°¥§ª¥ ´³ª¶¨¿ ¨²¥£°¨°³¥¬ , ¨ ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ ® ±°¥¤¥¬ ¨²¥£° «¼-®£® ¨±·¨±«¥¨¿. �®±«¥ ½²®£® ²° ¤¨¶¨®® ¬®¦® ¨§« £ ²¼ ²¥®°¥¬³ � °°®³ ® ¤¨´´¥-°¥¶¨°³¥¬®±²¨ ¨²¥£° «  ± ¯¥°¥¬¥»¬ ¢¥°µ¨¬ ¯°¥¤¥«®¬, ¯®¿²¨¥ ¯¥°¢®®¡° §®©,´®°¬³«³ �¼¾²®  { �¥©¡¨¶ ,   ² ª¦¥ ¥±®¡±²¢¥»¥ ¨²¥£° «». �» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨-¬¥° ²®£®, ª ª   ¿§»ª¥  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ´®°¬³«³ ¤«¿¢»·¨±«¥¨¿ ¤«¨» ¤³£¨.�³±²¼ [a; b] � domf . �®§¼¬¥¬ ¡¥±ª®¥·®¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«® N ¨ ° §®¡¼¥¬ ®²°¥-§®ª [a; b]   N ° ¢»µ · ±²¥© ²®·ª ¬¨ xk = a+ b�aN k. �»·¨±«¨¬ ±³¬¬³�f (N) = N�1Xk=0 f (xk) (xk+1 � xk) = b� aN N�1Xk=0 f (xk) :�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.3.1.�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® I ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·»µ  ²³° «¼-»µ ·¨±¥« N �f (N) � I, ²® ´³ª¶¨¿ f  §»¢ ¥²±¿ ¨²¥£°¨°³¥¬®© ¯® ®²°¥§ª³ [a; b],  ·¨±«® I  §»¢ ¥²±¿ ¨²¥£° «®¬ ®² ´³ª¶¨¨ f ¯® ®²°¥§ª³ [a; b] ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ bRa f ¨«¨,



3.3. �������� 55¥±«¨ ´³ª¶¨¿ ³±²°®¥  ±«®¦®, ¨«¨ ±«¥¤³¥² ¯®¤·¥°ª³²¼ ¯¥°¥¬¥³¾, ²® bRa f(x)dx.�¥¬¬  3.3.1.�°¥®«» ¤¢³µ ° §«¨·»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿.� � � � � � � � � � � � � �. �°¥¤« £ ¥²±¿ ·¨² ²¥«¾. ��¥¬¬  3.3.2.�±«¨ f 2 C[a; b], ²® ¤«¿ «¾¡»µ x; y 2� <, ¥±«¨ a � x; y � b ¨ x � y, ²® f(x) � f(y).� � � � � � � � � � � � � �.�±«¨ x � y, ²® ±³¹¥±²¢³¥² (¥¤¨±²¢¥®¥) ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® c 2 [a; b] ² ª®¥,·²® x; y 2 O(c). �®½²®¬³ x � c; y � c ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, f(x) � f(c); f(y) � f(c),¯® ²° §¨²¨¢®±²¨ ®²®¸¥¨¿ ¡¥±ª®¥·®© ¡«¨§®±²¨ ®²±¾¤  ¯®«³· ¥²±¿ § ª«¾·¥¨¥«¥¬¬». ��°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¤®ª §  ¿ «¥¬¬  ¿¢«¿¥²±¿ ¨ ·¥¬ ¨»¬,ª ª ²¥®°¥¬®© �. � ²®°  ® ° ¢®¬¥°®© ¥¯°¥°»¢®±²¨ ´³ª¶¨¨, ¥¯°¥°»¢®©  ®²°¥§ª¥.�¥®°¥¬  3.3.1.�±«¨ ´³ª¶¨¿ f ¨²¥£°¨°³¥¬  ¨ ®£° ¨·¥    [a; b] ±¢¥°µ³ ·¨±«®¬ M , ²® bRa f �M(b� a).� � � � � � � � � � � � � �.�¬¥¥¬ ¤«¿ ¢±¥µ x 2 [a; b] f(x) � M . � ±±¬®²°¨¬ � = �f (N) = b�aN N�1Pk=0 f (xk).� ª ª ª f ®£° ¨·¥  ±¢¥°µ³, ª ¦¤®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¬¥¼¸¥ M . � ª¨¬ ®¡° §®¬, � �b�aN N�1Pk=0 M =M(b � a). �� «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¥° ¢¥±²¢® ¨ ¤«¿ ®£° ¨·¥®© ±¨-§³ ¨²¥£°¨°³¥¬®© ´³ª¶¨¨.�«¥¤±²¢¨¥. (�¥®°¥¬  ® ±°¥¤¥¬.) �±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ x 2 [a; b] � R m � x � M , ²®m(b � a) � bRa f �M(b� a). ��¥®°¥¬  3.3.2.�±«¨ f 2 C[a; b], ²® ´³ª¶¨¿ f ¨²¥£°¨°³¥¬    ½²®¬ ®²°¥§ª¥.� � � � � � � � � � � � � �.�®, ·²® ¢±¥ ¨²¥£° «¼»¥ ±³¬¬» ª®¥·», ±«¥¤³¥² ¨§ ¢²®°®© ²¥®°¥¬» �. �¥©-¥°¸²° ±±  ¨ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ±«¥¤±²¢¨¿. � ¬ ±«¥¤³¥² ¤®ª § ²¼, ·²® ¢±¥ ¨²¥£° «¼»¥±³¬¬» ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨ ¤°³£ ¤°³£³.� ±±¬®²°¨¬ ±³¬¬» b�aN N�1Pj=0 f(xj) ¨ b�aK K�1Pj=0 f(tj). �¥ ³¬ «¿¿ ®¡¹®±²¨ ±·¨² -¥¬, ·²® N � K. � ±¨«³ ²®£®, ·²® N ¡¥±ª®¥·® ¢¥«¨ª® ª ¦¤ ¿ ²®·ª  xj ¡¥±ª®¥·-® ¡«¨§ª  ª ¥ª®²®°®© ¥¤¨±²¢¥®© ²®·ª¥ tj . � ±¨«³ ° ¢®¬¥°®© ¥¯°¥°»¢®±²¨f(xj) � f(tj ) . �³±²¼ jf(xj) � f(tj)j = �jb�a , £¤¥ �j � 0 (j = 0; 1; : : :K � 1). �®«®¦¨¬� = min (�0; �1; : : : ; �K�1). �®£¤ j b� aN N�1Xj=0 f(xj) � b� aK K�1Xj=0 f(tj )j � b� aK K�1Xj=0 jf(xj)� f(tj )j =



56 ����� 3. ������ �������

�a x1 xk xk+1 xN�1 b
6

-�¨±. 3.3. �»·¨±«¥¨¥ ¯«®¹ ¤¨ ª°¨¢®«¨¥©®© ²° ¯¥¶¨¨= b� aK K�1Xj=0 �jb� a � b� aK K�1Xj=0 �b� a = �:� ª ª ª, ®·¥¢¨¤®, � � 0, ¯®«³· ¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ° §¡¨¥¨¿ ®²°¥§ª  [a; b]  ¡¥±ª®¥·® ¬®£® · ±²¥© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¨²¥£° «¼ ¿ ±³¬¬  ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª  ªb�aK K�1Pj=0 f(tj). �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, bRa f =�  b�aK K�1Pj=0 f(tj)!. ��®ª §  ¿ ²¥®°¥¬  ¤ ¥²  ¬ ¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¨²¥£° «  ± ®¤®© ±²®-°®»,   ± ¤°³£®© ¯®¨¬ ¨¥ ¯«®¹ ¤¨ ª ª "±³¬¬» ¤«¨" ¢±¥µ ¢¥°²¨ª «¼»µ ®²°¥§ª®¢(±¬. °¨±. 3.3).3.3.2. �±®¢»¥ ±¢®©±²¢ �¥®°¥¬  3.3.3.�³±²¼ ´³ª¶¨¨ f ¨ g ¨²¥£°¨°³¥¬»   ®²°¥§ª¥ [a; b] �; � 2 R. �®£¤ 1. bRa (�f + �g) = � bRa f + � bRa g;2. ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ x 2 [a; b] f(x) � g(x),²® bRa f � bRa g;� � � � � � � � � � � � � �.1. �»·¨±«¨¬ ¨²¥£° «¼³¾ ±³¬¬³ ��f+�g(N). �¬¥¥¬ ¤«¿ ¡¥±ª®¥·®£®  ²³° «¼-®£® N (�f + �g) (xk) = �f (xk) + �g (xk). �®½²®¬³ ��f+�g(N) = ��f (N) +��g(N). � ±¨«³ ²®£®, ·²® ´³ª¶¨¨ f ¨ g ¨²¥£°¨°³¥¬», �f (N) � bRa f ¨ �g(N) �



3.3. �������� 57bRa g. �²±¾¤  ¯® ±¢®©±²¢³ ²¥¨ ¯®«³· ¥¬ ²°¥¡³¥¬®¥.2. �®ª §»¢ ¥²±¿   «®£¨·® ²¥®°¥¬¥ ® ±°¥¤¥¬.3. �®ª §»¢ ¥²±¿ ²®·® ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ²° ¤¨¶¨®®¬ ¨§«®¦¥¨¨. �®½²®¬³ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾. ��¥®°¥¬  3.3.4.�³±²¼ ´³ª¶¨¿ f ¨²¥£°¨°³¥¬    ®²°¥§ª µ [a; c] ¨ [c; b]. �®£¤  f ¨²¥£°¨°³¥¬   [a; b] ¨ bRa = cRa + dRc .� � � � � � � � � � � � � �.�°®¢®¤¨²±¿ ²° ¤¨¶¨®® ¨ ¯®½²®¬³ ®¯³±ª ¥²±¿. �� ¬¥· ¨¥. � ª ±®®¡¹¨«  ¢²®°³ �. �. �®¤ª®°»²®¢ ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¼   ¢±¥¬®²°¥§ª¥ [a; b] ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¥ ¢«¥·¥² ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¨   ¯®¤±¥£¬¥² µ [a; c] ¨ [c; d].�¤ ª®, ½²® ±¢®©±²¢® ±®µ° ¿¥²±¿ ¤«¿ ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª¶¨©.�®·® ² ª ¦¥ ¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ®¶¥ª¨ ����� bRa f����� � bRa jf j ¯°¥¤¯®« £ ¥² (¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨¥¯°¥°»¢®±²¨) ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¼ ª ª ± ¬®© ´³ª¶¨¨, ² ª ¨ ¥¥  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨».3.3.3. �«¨  ¤³£¨ ª°¨¢®©�®¤ ª°¨¢®©   ¯«®±ª®±²¨ ¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼ ´³ª¶¨¾ r : T � R �! R2. �«¿ª ¦¤®£® t 2 T ¨¬¥¥¬, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, r(t) = x(t)i + y(t)j { ° §«®¦¥¨¥ ° ¤¨³±-¢¥ª²®° ²®·ª¨ ª°¨¢®© ¯® ¤¥ª °²®¢³ ¡ §¨±³. �¥¯°¥°»¢®© ª°¨¢®©  §®¢¥¬ ª°¨¢³¾, ¤«¿ ª®²®°®©´³ª¶¨¨ x ¨ y ¿¢«¿¾²±¿ ¥¯°¥°»¢»¬¨. �°¨¢³¾ ±·¨² ¥¬ £« ¤ª®©, ¥±«¨ ´³ª¶¨¨ x ¨y ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¨¬¥¾² ¯°®¨§¢®¤»¥, ¯°¨·¥¬ x02 + y02 > 05.�°¨¬¥¬ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ r0(t) = x0(t)i + y0(t)j. �®¦® ¤®ª § ²¼,·²® ¯°¨ dt � 0¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® �r = r(t + dt) � r(t) = r0(t)dt + o(dt), £¤¥ jo(dt)j = �dt ¤«¿¥ª®²®°®£® ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® �.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¿ r § ¤ ¥² ª°¨¢³¾   ¯«®±ª®±²¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.3.2.�¯¨¸¥¬ ¢ ¤³£³ AB «®¬ ³¾ ± ¡¥±ª®¥·»¬ ·¨±«®¬ §¢¥¼¥¢ N ¨ ®¡®§ ·¨¬ ¥¥¯¥°¨¬¥²° LN . �±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ N 2 @ ¡³¤¥² LN � L 2 R, ²® ¤³£³  §®¢¥¬ ±¯°¿¬«¿¥¬®©,  ·¨±«® L { ¥¥ ¤«¨®©.�»·¨±«¨¬ ¤«¨³ ¤³£¨ £« ¤ª®© ª°¨¢®© ®² ²®·ª¨ r(t1) ¤® ²®·ª¨ r(t2) (±¬. °¨±. 3.4).� §®¡¼¥¬ ¤³£³ AB   · ±²¨ A = A0; A1; : : : ; AN = B, £¤¥ N { ¡¥±ª®¥·®¥  -²³° «¼®¥ ·¨±«®. �²® ° §¡¨¥¨¥, ®·¥¢¨¤®, ¯®«³· ¥²±¿ ° §¡¨¥¨¥¬ ®²°¥§ª  t1; t2  · ±²¨ ²®·ª ¬¨ tk = t1+ t2�t1N k; k = 0; 1; 2; : : : ;N . �«¨  ¯®«³·¨¢¸¥©±¿ «®¬ ®© ¡³¤¥²,ª ª ¥²°³¤® ¤®ª § ²¼, ®²«¨· ²¼±¿ ®² ¤«¨» ¤³£¨ AB   ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ·¨±«®.� ª¨¬ ®¡° §®¬,L = �( t1 � t2N N�1Xk=0 jr (tk+1)� r(tk)j) = �( t2 � t1N N�1Xk=0 j�r(tk)j) =5�®£¤   ª« ¤»¢ ¥²±¿ ®£° ¨·¥¨¥ ¥° ¢¥±²¢  ¯°®¨§¢®¤»µ ³«¾.



58 ����� 3. ������ �������
� O

r(tk) r(tk+1)�r
�¨±. 3.4. � ¢»·¨±«¥¨¾ ¤«¨» ª°¨¢®©= �( t2 � t1N N�1Xk=0 jr0(tk) + o(1=N)j) = �( t2 � t1N N�1Xk=0 jr0(tk)j) = t2Zt1 jr0j:3.3.4. �¥±®¡±²¢¥»¥ ¨²¥£° «»�³±²¼ ´³ª¶¨¿ f § ¤     «³·¥ [c;+1) � R.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.3.3.�±«¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® ¢¥¹¥±²¢¥®£® b � c ±³¹¥±²¢³¥² ¨²¥£° « bRc f = F (b), ²® ¯®-«®¦¨¬ +1Rc f = �F (b) ¤«¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ b. �±«¨ ½²® ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®, ²®£®¢®°¨¬, ·²® ¥±®¡±²¢¥»© ¨²¥£° « ±µ®¤¨²±¿.� «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨ cR�1 f ¨ +1R�1 f .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.3.4.�«¿ ´³ª¶¨¨ f , § ¤ ®© ¨ ¢®§¬®¦® ¥ ®£° ¨·¥®© ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ b,®¯°¥¤¥«¨¬ ¥±®¡±²¢¥»© ¨²¥£° « bRc f = �F (b0) ¤«¿ b0 � b; b0 < b.�¨¦¥ ¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ¥±®¡±²¢¥»© ¨²¥£° « { ½²® ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ¯®±«¥¤¥¥§ ·¥¨¥ ¯¥°¢®®¡° §®©.3.3.5. �¥®¯°¥¤¥«¥»© ¨²¥£° «�» ¯°¨¢¥¤¥¬ «¨¸¼ ±µ¥¬³ ¤ «¼¥©¸¥£® ¨§«®¦¥¨¿ ¬ ²¥°¨ « , ¨¡® ®® ¨·¥¬ ¥ ®²-«¨· ¥²±¿ ®² ²° ¤¨¶¨®®£® ¤ ¦¥ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ µ, ° §¢¥ «¨¸¼ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¨ ¨²¥£° «  ± ¯¥°¥¬¥»¬ ¯°¥¤¥«®¬, ¯®±«¥ ·¥£® ¢¢®¤¨²±¿ ¯®¿-²¨¥ ¯¥°¢®®¡° §®© ¨ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«  �¼¾²®  { �¥©¡¨¶ . �¢®©±²¢  ¥®¯°¥-



3.4. ������ �������� 59¤¥«¥®£® ¨²¥£° «  ¨ ¬¥²®¤» ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ¨§« £ ¾²±¿ ²° ¤¨¶¨®® ¨ ¯®½²®¬³±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ²¥®°¥¬» ®¯³±ª ¾²±¿. �®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ � °°®³. �® ½²®£®, ¥±²¥-±²¢¥®, ±«¥¤®¢ «® ¡» ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ ®¡ ¨²¥£° «¼®¬ ±°¥¤¥¬ ¤«¿ ¥¯°¥°»¢®©´³ª¶¨¨, ® ¥¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±° §³ ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ²¥®°¥¬» ® ±°¥¤¥¬, ¯°¨¢¥¤¥®© ¬¨, ¨ ²¥®°¥¬» �®«¼¶ ® { �®¸¨ ® ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª¶¨¿µ.�¥®°¥¬  3.3.5.�³±²¼ f 2 C[a; b] ¨ x 2 [a; b] � R. �®£¤  ´³ª¶¨¿ �, ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¯° ¢¨«®¬�(x) = xRa f , ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ x, ¨ ¥¥ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ° ¢  § ·¥¨¾ ¯®¤»-²¥£° «¼®© ´³ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿, ²® ¥±²¼ ¤«¿ «¾¡®£® x 2 [a; b]�0(x) = f(x).� � � � � � � � � � � � � �.�¬¥¥¬ ��(�x) = xRa f � x+�xRa f = x+�xRx f = f(c+ ��x)�x � f(c)�x.�§ ½²¨µ ¢»·¨±«¥¨© ²°¨¢¨ «¼® ±«¥¤³¥² ²°¥¡³¥¬®¥. �� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤®ª § ®, ·²® ³ ¥¯°¥°»¢®© ´³ª¶¨¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¥®¯°¥¤¥«¥-»© ¨²¥£° «, ¨¬¥¾¹¨© ¢¨¤ R f(x)dx = C + xRa f.x3.4. �¥®°¨¿ ¯°¥¤¥«®¢3.4.1. �°¥¤¥« ´³ª¶¨¨�·¥¼ · ±²® ±²³¤¥²»   ¢®¯°®±, ·²® ² ª®¥ ¯°¥¤¥« ´³ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥, ®²¢¥· ¾²:"�²® ¯®±«¥¤¥¥ § ·¥¨¥ ¢ ½²®© ²®·ª¥". �³·¸¥, ª®¥·®, ª° ©¥¥. �®«®±²¼¾ ¢ ±®®²-¢¥²±²¢¨¨ ± ½²¨¬ ¨  ¸¥© ¨²³¨¶¨¥© ¢¢¥¤¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯®¿²¨¥. �» ±·¨² ¥¬²®·ª³ a ®¡« ¤ ¾¹¥© ±¢®©±²¢®¬ O(a) n fag � domf .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.4.1.�°¥¤¥«®¬ ±«¥¢ , ¨«¨ «¥¢»¬ ¯°¥¤¥«¼»¬ (ª° ©¨¬) § ·¥¨¥¬ ´³ª¶¨¨,¢ ²®·ª¥ a ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ·¨±«®, ¥±«¨ ®® ±³¹¥±²¢³¥², �f(x) ¯°¨ (¢±¥µ) x < a; x � a.�¡®§ ·¥¨¥: f(a�) = limx!a� f(x).�±¥ ²¥®°¥¬» ® ¯°¥¤¥« µ  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ±«¥¤³¾² ¨§ ±¢®©±²¢ ²¥¨,  ¯°¨¬¥°, ¥±«¨±³¹¥±²¢³¾² ¯°¥¤¥«» ±«¥¢  ³ ´³ª¶¨© f ¨ g ¢ ²®·ª¥ a, ²® (f + g)(x) = f(x) + g(x) �f(a�) + g(a�), ²® ¥±²¼ ±³¹¥±²¢³¥² limx!a�(f + g)(x), ° ¢»© ±³¬¬¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ¯°¥¤¥«®¢.� «®£¨·® ±«¥¤³¥² ¯®¨¬ ²¼ ¨ ¯° ¢®±²®°®¨© ¯°¥¤¥«,   ² ª¦¥ ¯°¥¤¥« ´³ª¶¨¨¢ ²®·ª¥, ª®²®°»©, ¥±²¥±²¢¥®, ¡³¤¥² ° ¢¥ ®¡¹¥¬³ § ·¥¨¾ «¥¢®£® ¨ ¯° ¢®£® ¯°¥¤¥« ¢ ¤ ®© ²®·ª¥. �¥² «¨ ¯°¥¤®±² ¢«¿¾²±¿ ·¨² ²¥«¾.�¥®°¥¬  3.4.1.�³ª¶¨¿ f ¥¯°¥°»¢  ¢ ²®·ª¥ a ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ®¯°¥¤¥«¥ ¢ ½²®© ²®·ª¥ ¨ limx!a f(x) = f(a).� � � � � � � � � � � � � �.�®£« ±® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¥¯°¥°»¢®±²¨, ¥±«¨ x � a, ²® f(x) � f(a). �¥¬ ± ¬»¬ ¤«¿



60 ����� 3. ������ �������¢±¥µ x ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨µ ª a § ·¥¨¿ ´³ª¶¨¨ (¨ ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢ ) ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨ª f(a), ·²® ¨ ®§ · ¥², ·²® f(a) { ¯°¥¤¥« ´³ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ a.�¡° ²®, ¥±«¨ limx!a f(x) = f(a), ²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯°¥¤¥«  ¤«¿ ¢±¥µ x � a f(x) �f(a), ²® ¥±²¼ f ¥¯°¥°»¢  ¢ ½²®© ²®·ª¥. ��¥®°¥¬  3.4.2.�³±²¼ f(a�) = A; limy!A g(y) = B. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² limx!a� g � f(x) = B, ¥±«¨,¥±²¥±²¢¥®, ª®¬¯®§¨¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¥ .� � � � � � � � � � � � � �.�°¨ x < a; x � a ¨¬¥¥¬ f(x) � A. �®£¤  g(f(x)) � B ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯°¥¤¥«  g ¢²®·ª¥ A. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.4.2.�³ª¶¨¾ f  §®¢¥¬ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®© ¢ ²®·ª¥ a ±«¥¢ , ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ x <a; x � a f(x) { ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®¥ ·¨±«®. �°¨ ½²®¬, ¥±²¥±²¢¥®, ³¬¥±²® ° §«¨· ²¼¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¨ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¥ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ´³ª¶¨¨.�¥²°³¤® ¯®¿²¼, ·²® ¥±«¨ f { ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸ ¿ ¢ ²®·ª¥ a, ²® ¯°¨ ¡¥±ª®¥·®¬ «®¬ (®²°¨¶ ²¥«¼®¬) ¯°¨° ¹¥¨¨  °£³¬¥² , ² ª ª ª § ·¥¨¿ ´³ª¶¨¨ ¡¥±ª®¥·®¢¥«¨ª¨, £° ´¨ª ´³ª¶¨¨ "±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª® ¯®¤µ®¤¨²" ª ¯°¿¬®© x = a, ²® ¥±²¼¤  ¿ ¯°¿¬ ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°²¨ª «¼®©  ±¨¬¯²®²®© («¥¢®©).�·¥¢¨¤»¬ ®¡° §®¬ ±ª § ®¥ ¯¥°¥®±¨²±¿ ¨   ¯° ¢»© ±«³· ©.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®¿²¨¥ ¯°¥¤¥«  ®¯¨±»¢ ¥² ¥ ·²® ¨®¥, ª ª "¯®¢¥¤¥¨¥ ´³ª-¶¨¨ ¢¡«¨§¨ ¤ ®© ²®·ª¨", ²® ¥±²¼ ¤ ¥² ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ § ·¥¨¥´³ª¶¨¨ ¢ ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨µ ²®·ª µ. �®·¥¥, ¨¬¥¥² ¬¥±²®�¥®°¥¬  3.4.3.�±«¨ f(a�) = A, ²® ¤«¿ ¢±¥µ x � a; x < a ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® f(x) =A+ �(x), £¤¥ �(x) � 0 ¤«¿ ¢±¥µ ² ª¨µ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, f(x) = A+ o(1) ¤«¿ x � a; x < a.� � � � � � � � � � � � � � ®·¥¢¨¤®. ��«¥¤³¾¹¨¥ ¯®¿²¨¿ ¯°¥¤¯®« £ ¾², ·²® ¤«¿ ¥ª®²®°®£® c 2 R(c;+1) � domf .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.4.3.�° ¢»¬ ¯®±«¥¤¨¬ § ·¥¨¥¬ ´³ª¶¨¨, ¨«¨ ¯°¥¤¥«®¬ ´³ª¶¨¨   +1,¨«¨ § ·¥¨¥¬ ´³ª¶¨¨   +1,  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«® (¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥²) f(+1) =limx!+1 f(x) =� (f(x)) ¯°¨ x � +1.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.4.4.�³ª¶¨¿ f  §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®©   +1, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ x � +1f(x) � +1.� «®£¨·® ¢¢®¤¨²±¿ ¯°®¿²¨¥ ¯°¥¤¥«    �1.� ª ¨§¢¥±²®, ¯®¿²¨¥ ¯°¥¤¥«    ¡¥±ª®¥·®±²¨ ²¥±® ±¢¿§ ® ± ¯®¿²¨¥¬  -ª«®»µ  ±¨¬¯²®² £° ´¨ª  ´³ª¶¨¨ («¥¢®© ¨ ¯° ¢®©).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.4.5.�°¿¬ ¿ y = kx+b  §»¢ ¥²±¿ ¯° ¢®©  ª«®®©  ±¨¬¯²®²®© £° ´¨ª  ´³ª¶¨¨f , ¥±«¨ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ £° ´¨ª  ¨ ²®·ª ¬¨ ¯°¿¬®© ¡¥±ª®¥·® ¬ «® ¯°¨



3.4. ������ �������� 61¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ § ·¥¨¿µ  °£³¬¥² , ²® ¥±²¼ ¯°¨ x � +1 f(x) � (kx+ b) � 0.�¥®°¥¬  3.4.4.�°¿¬ ¿ y = kx+ b ¿¢«¿¥²±¿ ¯° ¢®©  ª«®®©  ±¨¬¯²®²®© £° ´¨ª  ´³ª¶¨¨ f²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ k = � � f(x)x � ; b = � (f(x)� kx) ¯°¨ x � +1.� � � � � � � � � � � � � �.�±«¨ ¯°¿¬ ¿ y = kx+ b {  ±¨¬¯²®² , ²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾f(x) � (kx+ b) = �(x) � 0 ¯°¨ x � +1. � ª¨¬ ®¡° §®¬,f(x)x = k + bx + �(x)x :� ª ª ª x ¡¥±ª®¥·® ¢¥«¨ª®, ¯®±«¥¤¨¥ ¤¢  ±« £ ¥¬»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «» (k; b 2 R), ²®¥±²¼ f(x)x � k.�²±¾¤ , ³·¨²»¢ ¿, ·²® f(x) � (kx+ b) = �(x) � 0, ¯®«³· ¥¬b = f(x)� kx� �(x) � f(x) � kx.�¡° ²®, f(x) � (kx+ b) = (f(x) � kx)� b � b� b = 0. ��°¨¢¥¤¥¬ ²¥®°¥¬³, ±¢¿§»¢ ¾¹³¾ ¯®¿²¨¥ ¯°¥¤¥«  ± ¯°®¨§¢®¤®©.�¥®°¥¬  3.4.5.�³ª¶¨¿ f ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ a ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢³-¥² lim�x!0 �fa(�x)�x = f 0(x).� � � � � � � � � � � � � �.�®, ·²® ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥  ¯® ¯°¨¢¥¤¥®© ´®°¬³«¥, ±«¥¤³¥² ¨§²¥®°¥¬» 3.2.2 ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°¥¤¥« .�®ª ¦¥¬, ·²® ¥±«¨ ¯°¥¤¥« lim�x!0 �fa(�x)�x = A 2 R ±³¹¥±²¢³¥², ²® ´³ª¶¨¿ ¤¨´-´¥°¥¶¨°³¥¬  ¨ ½²®² ¯°¥¤¥« ¥±²¼ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¢ ²®·ª¥ a.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯® ²¥®°¥¬¥ 3.4.3, �fa(�x)�x = A+ o(1). �®£¤ �fa(�x) = A�x + o(1)�x ' A�x, ·²® ¨ ®§ · ¥², ±®£« ±® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ¤¨´´¥°¥-¶¨°³¥¬®±²¼ ´³ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ a ¨ ° ¢¥±²¢® A = f 0(a). ��®·® ² ª ¦¥ ¤®ª §»¢ ¥²±¿�¥®°¥¬  3.4.6.�³ª¶¨¿ f ¨²¥£°¨°³¥¬    ®²°¥§ª¥ [a; b] ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥-±²¢³¥² limN!+1�f (N) = bRa f .� � � � � � � � � � � � � � ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾. ��¥®°¥¬  3.4.7.+1Ra f = limx!+1 xRa f . � «®£¨·»¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¤«¿ ¥±®¡±²¢¥»µ ¨²¥£° «®¢ ¤°³-£®£® ¢¨¤  ¨ ²¨¯  ¯°¥¤®±² ¢«¿¾²±¿ ·¨² ²¥«¾.� � � � � � � � � � � � � �.�®«®¦¨¬ F : F (x) = xRa f . �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ +1Ra = �F (x) ¯°¨ x � +1. � ¤°³£®©±²®°®», ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯°¥¤¥«  limx!+1F (x) = �F (x) ¯°¨ x � +1. � ª¨¬ ®¡° §®¬,limx!+1F (x) = +1Ra f . �



62 ����� 3. ������ �������3.4.2. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¨ °¿¤»�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.4.6.�¨±«® a 2 R  §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ fxng ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ a =limxn, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·»µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥« N xN � a.�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯°¥¤¥« { ½²® ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ·«¥ ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼®±²¨ ± ¡¥±ª®¥·»¬ ®¬¥°®¬. �®«¥¥ ¯®¤°®¡® limxn = �(xN ) ¯°¨ N 2 @ ¨«¨,ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, xN = limxn + o(1) ¤«¿ ¢±¥µ N 2 @. �°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¤®ª § ²¼¯®±«¥¤¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.4.7.�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fxng  §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®©, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ ¡¥±-ª®¥·»µ ®¬¥°®¢ xN � +1.�·¨²»¢ ¿, ·²® ¯°¥¤¥« ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ { ½²® ²¥¼ ·«¥  ± ¡¥±ª®¥·»¬ ®¬¥-°®¬, «¥£ª® ¢»¢®¤¿²±¿ ¢±¥ ²¥®°¥¬» ® ¯°¥¤¥« µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨.�¥®°¥¬  3.4.8.a = limx!a� f(x) = A ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¢±¿ª®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨fxng � domf xn < a ¨§ xn ! a ±«¥¤³¥², ·²® f(xn)! A.� � � � � � � � � � � � � �.�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ±«¥¤³¥² ±° §³ ¨§ ²®£®, ·²® ¯°¨ N 2 @ xN � a ¨, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾¯°¥¤¥«  ´³ª¶¨¨, ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® f(xN ) � A, ²® ¥±²¼ f(xn)! A.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·®±²¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯°¨ ¥ª®²®°®¬ x � a; x <a f(x) ¥ ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª® ª A. �®£¤ , ¥±«¨ xN � a � x (xN < a), ²®, ² ª ª ªxn ! a, f(xN ) � A, ® ¥¢¥°®, ·²® f(xn) � f(x), ¨¡® ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ f(x) � A.� ¤°³£®© ±²®°®», f(xN )�A = f(xN )�f(x)+f(x)�A ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¡¥±ª®¥·®¬ «»¬ ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾. �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¨ ¤ ¥² ¤®±² ²®·®±²¼. �� «®£¨·®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ (¢¨¬ ²¥«¼»© ·¨² ²¥«¼ ³§ «, ¥±²¥±²¢¥®, ²¥®°¥¬³®¡ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨© ¯°¥¤¥«  ´³ª¶¨¨ ¯® �. �®¸¨ ¨ ¯® �. � ©¥) ¢¥°® ¨¤«¿ ±«³· ¿ ¯°¥¤¥«    ¡¥±ª®¥·®±²¨,   ² ª¦¥ ¤«¿ ¡¥±ª®¥·»µ ¯°¥¤¥«¼»µ § ·¥¨©.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.4.8.�¨±«®¢®© °¿¤ 1Pk=0xk  §®¢¥¬ ±µ®¤¿¹¨¬±¿, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·»µ  ²³° «¼-»µ N NPk=0xk � S 2 R.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±³¬¬  ±µ®¤¿¹¥£®±¿ °¿¤  { ½²® ²¥¼ £¨¯¥°ª®¥·®© ±³¬¬» ¯°¨«¾¡®¬ ¡¥±ª®¥·®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ·«¥®¢.�¥®°¥¬  3.4.9.�¿¤ ±µ®¤¨²±¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² (ª®¥·»©) ¯°¥¤¥« ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¥£® · ±²¨·»µ ±³¬¬.� � � � � � � � � � � � � �.�±«¨ NPk=0 xk � S ¤«¿ ¢±¥µ N 2 @, ²® ¤«¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ Sn = nPk=0xk (n 2 N)½²® ®§ · ¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¯°¥¤¥« , ° ¢®£® S.



3.4. ������ �������� 63�¡° ²®, ¥±«¨ limSn = S, ²® ¤«¿ ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·»µ ®¬¥°®¢ SN � S, ²® ¥±²¼NPk=0 xk � S, ·²® ¨ ¤ ¥² ±µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤ . ��¥®°¥¬  3.4.10.�¡¹¨© ·«¥ ±µ®¤¿¹¥£®±¿ °¿¤  ± ¡¥±ª®¥·»¬ ®¬¥°®¬ ¡¥±ª®¥·® ¬ «. (�¥®¡µ®-¤¨¬»© ¯°¨§ ª ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ .)� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ °¿¤ 1Pk=0ak ±µ®¤¨²±¿. �®£¤  ¤«¿ ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·»µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥« NSN � SN�1 � S. �®£¤  aN = SN+1 � SN � 0.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡¹¨© ·«¥ ± ¡¥±ª®¥·»¬ ®¬¥°®¬ ±µ®¤¿¹¥£®±¿ °¿¤  ¡¥±ª®¥·®¬ «. ��» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬»© ¨ ¤®±² ²®·»© ¯°¨§ ª ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ°¿¤®¢,   ² ª¦¥ ´®°¬³«¨°³¥¬»©   ¿§»ª¥ · ±²¨·»µ ±³¬¬ ¨ ¨²¥£° «¼»© ¯°¨§ ª�. �®¸¨.�°¥¤¢ °¨²¥«¼® ¯°¨¢¥¤¥¬ ¢ ¦»© ¯°¨¬¥°.�°¨¬¥°. � ±±¬®²°¨¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¯°®£°¥±±¨¾ qn. �¬¥¥¬ SN = NPk=0 qk =1�qN1�q ¤«¿ N 2 @.�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¨ jqj > 1 qN � +1. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ª ª «¥£ª® ¯®¿²¼, jqN j > N .�® ²®£¤  ¯°¨ jqj < 1 qN � 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ 0 < jqj < 1 ±³¬¬  SN � 11�q , ²®¥±²¼ °¿¤ 1Pk=0 qk ±µ®¤¨²±¿ ¨ ¥£® ±³¬¬  ° ¢  1Pk=0 qk = 11�q .�¥®°¥¬  3.4.11.�®«®¦¨²¥«¼»© °¿¤ 1Pk=0xk ±µ®¤¨²±¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼®±²¼ ¥£® · ±²¨·»µ ±³¬¬ ®£° ¨·¥ .� � � � � � � � � � � � � �.�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ®·¥¢¨¤ , ¨¡® «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-®±²¼ ®£° ¨·¥ .�®ª ¦¥¬ ¤®±² ²®·®±²¼. �³±²¼ ¤«¿ ¢±¥µ n 2 N SN � M 2 R. �®£¤  ½²® ¥° -¢¥±²¢® ¢»¯®«¥® ¨ ¤«¿ ¡¥±ª®¥·»µ N . �³±²¼ L;N 2 @ ¨ L � N . �®£¤  ®·¥¢¨¤®,·²® SL � SN . �·¥¢¨¤®, ·²® ®¡¥ · ±²¨·»¥ ±³¬¬» ª®¥·». �®§¼¬¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥®¥±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«® " ¨ ¯®«®¦¨¬ E = supfSn : n 2 Ng. �®£¤   ©¤¥²±¿ ®¬¥°n0 2 N ² ª®©, ·²® Sn0 > E � ".�®ª ¦¥¬, ·²® SL � SN . �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥ ¨, ¯®«®¦¨¢ " = �SL � �SN , ©¤¥¬ n 2 N ² ª, ·²® SN > E � ". �® ²®£¤  ¿±®, ·²® Sn > SN , ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨²²®¬³, ·²® N > n. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¢±¥µ N;L 21N SL � SN . �¥¯¥°¼, ¯®«®¦¨¢S = �SN ¯°¨ N 21N, ¯®«³·¨¬ ±³¬¬³ °¿¤ . ��¨¦¥ (±¬. ±. 87) ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ´ ª², ª®²®°»© ¯®§¢®«¿¥² ¥ ¯°¨¢«¥ª ²¼ ¢ ½²®¬° ±±³¦¤¥¨¨ ¯®¿²¨¥ ²®·®© £° ¨.�¥®°¥¬  3.4.12.(�°¨§ ª ±° ¢¥¨¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ °¿¤®¢). �³±²¼ ¤¢  ¯®«®¦¨²¥«¼»µ °¿¤ 1Pk=0 xk ¨ 1Pk=0 yk ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¥° ¢¥±²¢³ xk � yk ¤«¿ ¢±¥µ k � k0. �®£¤ , ¥±«¨



64 ����� 3. ������ �������¢²®°®© °¿¤ ±µ®¤¨²±¿, ²® ¨ ±µ®¤¨²±¿ ¯¥°¢»©, ¨  ®¡®°®², ¨§ ° ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ ¯¥°¢®£® ±«¥¤³¥² ° ±µ®¤¨¬®±²¼ ¢²®°®£®.� � � � � � � � � � � � � � ¯°®¢®¤¨²±¿ ²° ¤¨¶¨®® ¨ ¯®½²®¬³ ®¯³±ª ¥²±¿.� � «¥¥ ²° ¤¨¶¨®»¬ ±¯®±®¡®¬ ¬®¦® ¨§«®¦¨²¼ ®¡»·»¥ ´ ª²» ²¥®°¨¨ °¿¤®¢.�¥®°¥¬  3.4.13.� ±±¬®²°¨¬ ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ³¡»¢ ¾¹³¾ ´³ª¶¨¾ f , § ¤ ³¾   «³·¥ [1;+1).�®£¤  °¿¤ 1Pk=1 f(k) ¨ ¨²¥£° « +1R1 f "¢¥¤³² ±¥¡¿ ®¤¨ ª®¢®", ²® ¥±²¼ ±µ®¤¿²±¿ ¨° ±µ®¤¿²±¿ ®¤®¢°¥¬¥®.� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ x � 1; k = [x] + 1. � ±¨«³ ³¡»¢ ¨¿ ´³ª¶¨¨f(k) � f(x) � f(k � 1) (k = 2; 3; : : : ;N 2 N):�¡®§ ·¨¬ F : F (x) = xR1 f . �®£¤ , ² ª ª ª ¤«¿  ²³° «¼»µ k kRk�1 f = F (k)�F (k�1),¤«¿ ¢±¥µ k = 2; 3; : : : ; N ¨¬¥¥¬f(k) � F (k)� F (k � 1) � f(k � 1):�³¬¬¨°³¿ ½²¨ ¥° ¢¥±²¢ , ¯®«³·¨¬NXk=2 f(k) � F (N) � N�1Xk=1 f(k):�¡®§ · ¿ ·¥°¥§ SN N-¾ · ±²¨·³¾ ±³¬¬³, ¯®«³·¨¬SN � f(1) � F (N) � SN�1:�±«¨ °¿¤ ±µ®¤¨²±¿, ²® ¤«¿ ¢±¥µ N 2 @ SN � SN�1 � S ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, F (N) � S.�²±¾¤  «¥£ª® ¢»¢¥±²¨ ±µ®¤¨¬®±²¼ ¨²¥£° « .�¡° ²®, ¥±«¨ ±µ®¤¨²±¿ ¨²¥£° «, ²® ¨§ ¯®«³·¥®£® ¥° ¢¥±²¢  ¨¬¥¥¬ SN �f(1) + F (N), ®²ª³¤  «¥£ª® ¯®«³· ¥²±¿ ®£° ¨·¥®±²¼ · ±²¨·»µ ±³¬¬ °¿¤ . �x3.5. �° ¤¨¶¨®»© ¯®¤µ®¤� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²®  ¸ ¯®¤µ®¤ ª ®±®¢ ¬   «¨§ , ®±®¢ »©  ¯®¿²¨¨  ª²³ «¼®£® ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® ª®«¨·¥±²¢ , ½ª¢¨¢ «¥²¥ ª ®¨§¨°®¢ ®-¬³ ¢  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¯®¤µ®¤³, ®±®¢ ®¬³   ¯®¿²¨¨ ¯°¥¤¥« , ²®·¥¥,   ¯®¤µ®¤¥,¯°¨ ª®²®°®¬ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ¯®¨¬ ¥²±¿ ª ª ¯¥°¥¬¥®¥ ª®«¨·¥±²¢®, "±²°¥¬¿¹¥¥±¿ª ³«¾", ²® ¥±²¼ ª ª ¯®²¥¶¨ «¼® ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ª®«¨·¥±²¢®.� ¯¥°¢»µ ¯ ° £° ´ µ ½²®© £« ¢» ¬» ¢¢¥«¨ ¯®¿²¨¥ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¨ ¤¨´´¥°¥-¶¨°³¥¬®±²¨,   ¢ ¯ ° £° ´¥ 3.4.1 ³ª § »¥ ¯®¿²¨¿ ±¢¥¤¥» ª ¯®¿²¨¾ ¯°¥¤¥«  ´³ª-¶¨¨ (²¥®°¥¬» 3.4.1, 3.4.5). �¥®°¥¬  3.4.6 ±¢®¤¨² ª ½²®¬³ ¯®¿²¨¾ ¯®¿²¨¥ ¨²¥£° « .�®£« ±® ¦¥ ²¥®°¥¬¥ 3.4.8, ¯®¿²¨¥ ¯°¥¤¥«  ´³ª¶¨¨ ±¢¥¤¥® ª ¯®¿²¨¾ ¯°¥¤¥«  ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨.



3.6. ������������ ��������� 65� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ° ¢®±¨«¼®±²¼  ¸¥£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°¥¤¥«  ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ 3.4.6 ª ®¨·¥±ª®¬³ ("�N)-®¯°¥¤¥«¥¨¾.�¥®°¥¬  3.5.1.�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fxng ±µ®¤¨²±¿ ª ¯°¥¤¥«³ a ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ 3.4.6 ²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® (¢¥¹¥±²¢¥®£®) " > 0 ±³¹¥±²¢³¥²  ²³° «¼®¥·¨±«® (®¬¥°) n0 ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ n � n0 jxn � aj < ".� � � � � � � � � � � � � �.�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �³±²¼ xn �! a ¨ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® " > 0. �³±²¼, ¤ «¥¥, k 2N n f0g ² ª®¥ ·¨±«®, ·²® " > 1k .�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¤«¿ ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ  ²³° «¼»µ N xN � a,²® ¥±²¼ jxN � aj < 1k < ". �±«¨ ²¥¯¥°¼ N1 > N , ²® ¨ ¯®¤ ¢® jxN1 � aj < ". � ª¨¬®¡° §®¬, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ £¨¯¥° ²³° «¼®¥ ·¨±«® N , ·²® ¯°¨ N1 � N jxN1 �aj < ".�®£« ±® ¯°¨¶¨¯³ ¯¥°¥®±  ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¢¥°® ¨ ¤«¿  ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ²® ¥±²¼±³¹¥±²¢³¥²  ²³° «¼®¥ ·¨±«® n0 ² ª®¥, ·²® ¯°¨ n � n0 jxn � aj < ".� ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨ " ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¤®ª §  .�®±² ²®·®±²¼. �³±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fxng "ª ®¨·¥±ª¨" ±µ®¤¨²±¿ ª a ¨¯³±²¼ N 2 @. �®£¤ , ¥±«¨ k 2 N n f0g, ²®  ©¤¥²±¿ ®¬¥° n0 ² ª®©, ·²® ¯°¨ n �n0 jxn � aj < 1k . �® ² ª ª ª N > n0 jxN � aj < ", ²® ¥±²¼ xN � a, ·²® ¨ ®§ · ¥²,¢ ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨ N , ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±µ®¤¨²±¿ ¨ ¢ ±¬»±«¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿3.4.6. �� ¬¥· ¨¥. �®, ·²® ¯°¨¢¥¤¥»¥  ¬¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²» ª ®¨·¥±ª¨¬,¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ¯®¿²¨¿ ¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¢ [6].x3.6. �¥²®¤¨·¥±ª¨¥ § ¬¥· ¨¿�®  ¸¥¬³ ¬¥¨¾,  ª²³ «¼»¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ¥±²¥±²¢¥» ¨ ¨²³¨²¨¢® ¯®-¿²». �®¯³±²¨¢ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ,  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¤®ª §»¢ ¥¬ ±³-¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«. �°¨ ½²®¬ ±²³¤¥²³ ±®®¡¹ ¥²±¿ «¨¸¼ ´ ª²±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¢ ¢¨¤¥  ª±¨®¬» ° ±¸¨°¥¨¿ ¨ ¯°¨¶¨¯  �¥©¡¨¶ . �®¢¥°¸¥® ¥ ®¡¿-§ ²¥«¼® ±²³¤¥²³ § ²¼ ¥ª®±²°³ª²¨¢®±²¼ ¨ ¥¥¤¨±²¢¥®±²¼ ² ª®£® ° ±¸¨°¥¨¿.�² ª, ¯®«¥ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ±«¥¤³¥² ¢¢®¤¨²¼  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª¨, ¯¥°¥·¨±«¨¢¢±¥ ®±®¢»¥ ±¢®©±²¢  ·¨±¥«, ®¯¥° ¶¨©  ¤ ¨¬¨, ®²®¸¥¨© ¬¥¦¤³ ·¨±« ¬¨. �°¨½²®¬  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¯®¢²®°¿¾²±¿ ¢±¥ ±¢®©±²¢  ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«. � ²¥¬ ¢¢®¤¨²±¿ ª±¨®¬  ° ±¸¨°¥¨¿ ¨ ¯°¨¶¨¯ �¥©¡¨¶ .� «¥¥ ¬®¦® ¨¤²¨ ¤¢³¬¿ ¯³²¿¬¨ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ª ·¥±²¢  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¯®¤-£®²®¢ª¨ ±«³¸ ²¥«¥© ¨ ¦¥« ¥¬»µ ¶¥«¥©. �«¿ ¥¬ ²¥¬ ²¨ª®¢ ³¬¥±²® ¯°®±²® ¢¢¥±²¨ª ª  ª±¨®¬³ (¨«¨ ²¥®°¥¬³, ® ¥¤®ª §»¢ ¥¬³¾ ¢ ª³°±¥) ´ ª² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ²¥¨¨ ¤®ª § ²¼ ¥¥ ±¢®©±²¢ . �°¥¤¢ °¨²¥«¼® ±«¥¤³¥², ¥±²¥±²¢¥®, ¢¢¥±²¨ ¯®¿²¨¿ ª®-¥·®£® ¨ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®£® ·¨±« , ¤®ª § ²¼ ±¢®©±²¢  ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ (±³¬¬ ,¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® ¨ ª®¥·®£® ¨ ².¯.).�® ¬¥¨¾  ¢²®°  ®±®¢³¾ ²°³¤®±²¼ §¤¥±¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¬®²¨¢¨°®¢ª  ¢¢¥¤¥¨¿¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥,   ² ª¦¥ ³¡¥¦¤¥¨¥ ±²³¤¥²®¢ ¢ ¨µ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨.



66 ����� 3. ������ �������� ±¢®¥© ¯° ª²¨ª¥  ¢²®° ¨±¯®«¼§³¥² ¤«¿ ½²®£® ¥±ª®«¼ª® ¯°¨¥¬®¢, ª®²®°»¥ ¢§ ¨¬®¤®¯®«¿¾² ¤°³£ ¤°³£  ¨ ¨««¾±²°¨°³¾² "¯°®¨±µ®¦¤¥¨¥" ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¨ ¨µ ¥®¡-µ®¤¨¬®±²¼ ¢ ¦¨§¨ ¢®®¡¹¥ ¨ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ¢ · ±²®±²¨ ± ° §»µ (¯®·²¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ)²®·¥ª §°¥¨¿.�®-¯¥°¢»µ,  ·¨ ¥¬ ± ²®£®, ·²® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ° ±±²®¿¨¥¬ ®² �¥¬«¨ ¤® �®«¶ ¯³²¼, ¯°®¤¥«»¢ ¥¬»© «¥ª²®°®¬ ¢¤®«¼ ¤®±ª¨ (¢ ®¤¨ ª®¥¶), ¨·²®¦® ¬ «. � ¤°³£®©±²®°®», ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ½²¨¬ ¯³²¥¬ ° §¬¥°»  ²®¬  ² ª¦¥ ¨·²®¦® ¬ «».�®±«¥ ½²®£® ±° ¢¨¢ ¥¬ ° §¬¥°»  ²®¬  ± ° ±±²®¿¨¥¬ ®² �¥¬«¨ ¤® �®«¶ . �®¦-®, ¥±²¥±²¢¥®, ° ±±¬®²°¥²¼ ¨ ¥¹¥ ª ª¨¥-«¨¡® ¯°®¬¥¦³²®·»¥ ¢¥«¨·¨». �® ¥±²¼"¤®¢®¤¨¬ ¤®  ¡±³°¤ " ±´®°¬³«¨°®¢ ³¾ ¬»±«¼. �¥§³«¼² ²®¬ "¤®¢¥¤¥¨¿ ¤®  ¡±³°-¤ " ¯®¿²¨¿ ¨·²®¦® ¬ «»µ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¤°³£¨¬¨ ª®«¨·¥±²¢ ¨ ¡³¤¥² ¯®¿²¨¥ ¡¥±-ª®¥·® ¬ «®£® ·¨±« . �±®, ·²® ² ª¨¬ ¦¥ ¯³²¥¬ ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ¨ ¯®¿²¨¥ ¡¥±ª®¥·®¡®«¼¸®£® ·¨±« . �® ¥±²¼ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ·¨±«® (ª®«¨·¥±²¢®) { ½²® ·¨±«®, ª®²®°®¥¬ «® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± «¾¡»¬  ¯¥°¥¤ § ¤ »¬ (±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼»¬) ·¨±«®¬. � -«®£¨·® ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® { ½²® ·¨±«®, ¡®«¼¸¥¥ «¾¡®£®  ¯¥°¥¤ § ¤ ®£®(¯®«®¦¨²¥«¼®£®). �¤¥±¼ ¬»  ¯¥««¨°³¥¬ ª ¨²³¨¶¨¨ ¨ ¦¥« ¨¾ § ¯®«¨²¼ ¯°®¡¥« {¤®«¦® ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ª®«¨·¥±²¢®, ª®²®°®¥ ¥±²¼ °¥§³«¼² ² "¤®¢¥¤¥¨¿ ¤®  ¡±³°¤ "!�²®°®© ¬®¬¥² ±¢¿§  ± ³¯®¬¿³²®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¥© ¥¤¨±²¢  ¨ ¯°®²¨¢®¯®«®¦-®±²¨ ¥¯°¥°»¢®£® ¨ ¤¨±ª°¥²®£® ±²°®¥¨¿ ¯°¿¬®© ª ª «³·  ±¢¥² . �¡»·® ½²® ²®¦¥¯°¨¨¬ ¥²±¿ ¨²³¨¶¨¥©, ¨¡® "¢±¥¬ ¨§¢¥±²®, ·²® ±¢¥² { ½²® ¯®²®ª ´®²®®¢, ¯°®¿¢«¿¾-¹¨© ¢®«®¢»¥ ±¢®©±²¢ ",   ¬¥¦¤³ ´®²® ¬¨ ¥±²¼ "¤»°»", ª®²®°»¥ ³¬¥±²® § ¯®«¨²¼.� ¥±«¨ ´®²® { ½²® ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®, ²® ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ´®²® ¬¨  µ®¤¿²±¿ ·¨±« ,¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨¥ ª ®¤®¬³, ® ¥ ª ¤°³£®¬³. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¨¯®¿²¨¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¨ ´¨§¨·¥±ª®© ¯°¿¬®© ª ª ¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª. �°¨ ½²®¬ ´¨§¨-·¥±ª ¿ ¯°¿¬ ¿ ±®±²®¨² ¨§ ®²¤¥«¼® ° ±¯®«®¦¥»µ ²®·¥ª { ª³±®·ª®¢ ¬¥« , £° ´¨² ¨ ².¤. � ½²®¬ ±«³· ¥ ®·¥¼ µ®°®¸® ¯®¬®£ ¥² ¯°¨¬¥° ± £¨°«¿¤®© « ¬¯®·¥ª, ª®²®°»©§ ²¥¬ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¨ ¤«¿ ¨««¾±²° ¶¨¨ ¯®¿²¨¿ ²¥¨.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¨ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«¨²³¨²¨¢® ®¡®±®¢ ®, ®   £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°¿¬®©, ª ª®²®°®© ¢±¥ "¯°¨¢»ª«¨", ¨µ¥  ©²¨. �  ¯®¬®¹¼ ¯°¨µ®¤¿² ³¯®¬¿³²»© ¢»¸¥ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»© ¬¨ª°®±ª®¯ ¨²¥«¥±ª®¯, ¯®§¢®«¿¾¹¨© § £«¿³²¼ §  £®°¨§®².�  °¨±³ª¥ 3.5 ¨§®¡° ¦¥  ¯«®±ª®±²¼ £®°¨§®² , ®£° ¨·¥ ¿ ¡¥±ª®¥·® ³¤ «¥-®© (¥¤®±²¨¦¨¬®©) ®ª°³¦®±²¼¾ («¨¨¥© £®°¨§®² ). �¾¡ ¿ µ®°¤  ½²®© ®ª°³¦®±²¨¿¢«¿¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°¿¬®©, ®, ±·¨² ¿ ¯«®±ª®±²¼ ®ª°³¦®±²¨ ª ± ²¥«¼-®© ª ¯®¢¥°µ®±²¨ �¥¬®£® ¸ °  ¢ ²®·ª¥  ¡«¾¤¥¨¿, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¢»¢®¤³, ·²® § «¨¨¥© £®°¨§®²  ¥±²¼ ¥¹¥ ²®·ª¨ ¯°¿¬®© «¨¨¨. �¨ ¥ ¢¨¤¨¬», ® ¯®±ª®«¼ª³ «¥¦ ², ¯°¨¬¥°, ¯° ¢¥¥, ·¥¬ ¢±¥ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ·¨±«  (²®·¥¥, ²®·ª¨, ¨µ ¨§®¡° ¦ ¾¹¨¥),²® ½²¨ ²®·ª¨ ¨§®¡° ¦ ¾² ·¨±« , ±²°®£® ¡®«¼¸¨¥, ¥¦¥«¨ «¾¡®¥ ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®¥·¨±«®. �µ-²® ¨ ¬®¦® ³¢¨¤¥²¼ ¢ ²¥«¥±ª®¯ �. �¥©±«¥° .� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬»  ¸«¨ ¬¥±²® (°¥ «¼®¥!) ¤«¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«. �®-±ª®«¼ª³ ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ° ±¸¨°¥®¥ ¬®¦¥±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ¿¢«¿¥²±¿¯®«¥¬, ²® ¬» ¢»³¦¤¥» ¯°¨§ ²¼, ·²® "¢¡«¨§¨" ³«¿ ¥±²¼ ²®·ª¨, ª®²®°»¥ ²®¦¥



3.6. ������������ ��������� 67
��²°¨¶ ²¥«¼»¥ ¡.¡. �®¥· ¿ · ±²¼ �®«®¦¨²¥«¼»¥ ¡.¡.

�¨±. 3.5. �«®±ª®±²¼ £®°¨§®² ¥¤®±²³¯»  ¸¥¬³ ¢§®°³, ® ²¥¬ ¥ ¬¥¥¥ °¥ «¼® ±³¹¥±²¢³¾², ¨¡® ¨§®¡° ¦ ¾² ¡¥±-ª®¥·® ¬ «»¥ ·¨±« . �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¨µ ° §£«¿¤¥²¼, ²°¥¡³¥²±¿ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»©¬¨ª°®±ª®¯. �±® ²¥¯¥°¼, £¤¥ ¨±ª ²¼ ®°¥®«» ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.�²¬¥²¨¬ ¥¹¥ ®¤¨ ¢ ¦»© ¬®¬¥². � ª ¨§¢¥±²®, ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±«    ¯° ª²¨-ª¥ ¯®¿¢«¿¾²±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¨§¬¥°¥¨© ( ¡«¾¤¥¨©). � ¦¤®¥ ª®ª°¥²®¥ ¨§¬¥°¥¨¥¨¬¥¥² ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¯®£°¥¸®±²¼. �®½²®¬³, ª®£¤  ¬» £®¢®°¨¬, ·²® § ·¥¨¥  ¡«¾-¤ ¥¬®© ¢¥«¨·¨» ° ¢® A, ²® ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¢®§¨ª ¾¹ ¿ ¯®£°¥¸®±²¼ ¨§¬¥°¥¨¿¬ « ,  ±²®«¼ª® ¬ « , ·²® ¥¾ ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼. �±«¨ ¡»²¼  ¡±®«¾²® ²®·»¬, ¬»¤®«¦» £®¢®°¨²¼: "� ·¥¨¥  ¡«¾¤ ¥¬®© ¢¥«¨·¨» ° ¢® A + �A, £¤¥ �A { ¯®£°¥¸-®±²¼ ¨§¬¥°¥¨¿. �®½²®¬³ ¯°¨ ° ¡®²¥ ± ª®ª°¥²»¬¨ ¨§¬¥°¥»¬¨ (¨§¬¥°¿¥¬»¬¨)¢¥«¨·¨ ¬¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ¥ ± ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ·¨±« ¬¨ ª ª ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬¨ ®¡º-¥ª² ¬¨,   ± ·¨±« ¬¨ "° §¬ § »¬¨" ¯® ¥ª®²®°®¬³ ¬®¦¥±²¢³ (¨²¥°¢ «³), ¨«¨ ±¨²¥°¢ «¼»¬¨ ·¨±« ¬¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ª®°°¥ª²®© ° ¡®²» ±® ¬®£¨¬¨ ¨§¬¥-°¿¥¬»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨ ¬» ¤®«¦» ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¯®£°¥¸®±²¨ ¨§¬¥°¥¨© ¤«¿ ¨µ¤®±² ²®·® ¬ «», ·²®¡» ¨¬¨ ¯°¥¥¡°¥·¼. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ª ·¥±²¢¥ § ·¥¨¿  -¸¥©  ¡«¾¤ ¥¬®© ¢¥«¨·¨» ¬» ¡¥°¥¬ ¨²¥°¢ « (A��; A+�), £¤¥ � { "£«®¡ «¼ ¿"¯®£°¥¸®±²¼ (¤«¿ ¢±¥µ ¨§¬¥°¥¨©), ¯°¨ ½²®¬, ¥±«¨ ¢ ¢»·¨±«¥¨¿µ ¯®¿¢«¿¾²±¿ "¬ «»¥¡®«¥¥ ¢»±®ª®£® ¯®°¿¤ª ", ¨µ ®²¡° ±»¢ ¾²,   ¢ ®ª®· ²¥«¼®¬ °¥§³«¼² ²¥ ®²¡° ±»¢ -¾² ¨ ·«¥», ±®¤¥°¦ ¹¨¥ �.�±«¨ ²¥¯¥°¼ ±·¨² ²¼ ² ª¨¥ ¯®£°¥¸®±²¨ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¬¨, ²® ¢®§¨ª ¥² µ®°®-¸¨© ´° £¬¥² ²¥®°¨¨ ª®¥·»µ ·¨±¥«. � ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¨§¬¥°¥¨¨ ° ±±²®¿¨© ¬¥¦¤³®¡º¥ª² ¬¨   ¯®¢¥°µ®±²¨ �¥¬«¨ ±¢®¡®¤® ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥£ ²¼ ®²°¥§ª ¬¨ ¤«¨®© ¢¬¨«¨¬¥²°, ²® ¥±²¼ 10�6 ª¨«®¬¥²° . �±®, ·²® ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ £®°®¤ ¬¨, ¨§¬¥-°¥®¥ ¢ ª¨«®¬¥²° µ, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ "£«®¡ «¼®©" ¯®£°¥¸®±²¼¾ ¢¨¤ const10�6 . �¥²°³¤® ¯®¿²¼, ·²® ·¨±«  ¬¥¼¸¨¥ ·¨±¥« ² ª®£® ¢¨¤  ¢¥¤³² ±¥¡¿ ª ª ¡¥±ª®-¥·® ¬ «»¥,   ®¯°¥° ¶¨¿ ¢§¿²¨¿ ²¥¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®²¡° ±»¢ ¨¾ ¯®£°¥¸®±²¨ ¢®ª®· ²¥«¼®¬ °¥§³«¼² ²¥.�¤ ª®, ¥±«¨ ¨§¬¥°¿¥¬»¥ ° ±±²®¿¨¿ ¬ «»,  ¯°¨¬¥° ¤«¨» ±²®°® ®ª®»µ ±²¥-ª®«, ²® ®¸¨¡ª  ¢ 1 ¬¨«¨¬¥²° ³¦¥ ¯®ª ¦¥²±¿ ¡®«¼¸®©. �®·® ² ª ¦¥ ¢¥«¨·¨ , ®¡° ²- ¿ ¢»¡° ®© "£«®¡ «¼®©" ¯®£°¥¸®±²¨ { 1 ¬¨««¨® ª¨«®¬¥²°®¢ { ¢ ¬ ±¸² ¡ µ



68 ����� 3. ������ ��������¥¬«¨ ¬®¦¥² ±·¨² ²¼±¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®© (½²® ¡®«¼¸¥ ¤¨ ¬¥²°  ®°¡¨²» �³»), ®¢ ° ¬ª µ �®«¥·®© ±¨±²¥¬» ±®±² ¢«¿¥² «¨¸¼ ¬ «³¾ · ±²¼ ° ±±²®¿¨¿ ®² �¥¬«¨ ¤®�®«¶ .� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¢¢®¤¨²¼ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¢±¥ ¡®«¥¥¨ ¡®«¥¥ ¬¥«ª¨¥ "¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥". �±«¨ ¬» µ®²¨¬ ¨¬¥²¼ "£«®¡ «¼³¾" ¯®£°¥¸®±²¼"  ¢±¥ ±«³· ¨ ¦¨§¨", ¬» ¤®«¦» ¯°¨§ ²¼  ª²³ «¼®¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·®¬ «»µ ·¨±¥«.� «¥¥ ¨§«®¦¥¨¥ ¬®¦¥² ±«¥¤®¢ ²¼ ¢ «¾¡®¬ ¯®°¿¤ª¥,  ¯°¨¬¥°, ¢ ²®¬, ª®²®°»©¯°¥¤«®¦¥ ¢  ±²®¿¹¥© £« ¢¥ ± ²®© ¨«¨ ¨®© ±²¥¯¥¼¾ ¯®¤°®¡®±²¨ ¨ ª®«¨·¥±²¢®¬¬ ²¥°¨ « . �²· ±²¨ ¬®¦® ±«¥¤®¢ ²¼ ³·¥¡®¬³ ¯®±®¡¨¾ [18].�²® ª ± ¥²±¿ ¨§«®¦¥¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª ¬ ¨«¨ ±«³¸ ²¥«¿¬, ¨¬¥¾¹¨¬ ¤®±² ²®·® ¢»-±®ª³¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª³¾ ¯®¤£®²®¢ª³, ²® ¨¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ²¥¨ ¨ ¥¥ ±¢®©±²¢  ¬®¦® (¨,¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ³¦®) ¤®ª § ²¼, ¥ ¯°¨¡¥£ ¿, ®¤ ª®, ª ²¥®°¨¨ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿. � ²®¬,ª ª ½²® ±¤¥« ²¼ ¨   ¥ª®²®°»µ ¡®«¥¥ £«³¡®ª¨µ ¢®¯°®± µ ¬¥²®¤¨ª¨ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿ ¤«¿±²³¤¥²®¢ "¬ ²¥¬ ²¨§¨°®¢ »µ" ±¯¥¶¨ «¼®±²¥©,   ² ª¦¥ ±²³¤¥² ¬-¬ ²¥¬ ²¨ª ¬¯¥¤ £®£¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿, ¬» ° ±±ª ¦¥¬ ¢ ±«¥¤³¾¹¥© £« ¢¥. �¨² ²¥«¾ ¦¥, ¯°¥-¦¤¥, ·¥¬ ·¨² ²¼ ¤ «¼¸¥, ¬» °¥ª®¬¥¤³¥¬ ¥¹¥ ° §, ³¦¥ ± ¯®§¨¶¨©  ª²³ «¼®£® ±³¹¥-±²¢®¢ ¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¨ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ, ¯°®·¨² ²¼ ¯°¨¬¥°» ¨§ 1.5.x3.7. �³ª¶¨¨ ¬®£¨µ ¯¥°¥¬¥»µ�¤¥« ¥¬ ¥±ª®«¼ª® § ¬¥· ¨© ® ´³ª¶¨¿µ ¬®£¨µ ¯¥°¥¬¥»µ. �®±ª®«¼ª³ ¢±¥®±®¢»¥ ¯®¿²¨¿ { ¯°¥¤¥«, ¥¯°¥°»¢®±²¼, ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¼ ¨ ¨²¥£° « { ´®°-¬³«¨°³¾²±¿ ²®·® ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¤«¿ ´³ª¶¨© ± ®¤®¬¥°®© ®¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥¨¿,¬» «¨¸¼ ®¡§®°® ®±² ®¢¨¬±¿   ®±®¢»µ ¯®¿²¨¿µ. � ¬»¬ ¢ ¦»¬ ¯®¿²¨¥¬ ¯°¨ ¸¥© ¬¥²®¤¨ª¥ ¨§«®¦¥¨¿,   ®±®¢¥ ª®²®°®£® ±²°®¿²±¿ ¢±¥ ¤ «¼¥©¸¨¥, ¿¢«¿¥²±¿¯®¿²¨¥ ¡¥±ª®¥·®© ¡«¨§®±²¨.�³±²¼ s {  ²³° «¼®¥ ·¨±«®. � ±±¬®²°¨¬ s-¬¥°®¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢®<s ± (¤¥ª °²®¢»¬) ¡ §¨±®¬, ±®±²®¿¹¨¬ ¨§ ½«¥¬¥²®¢ { s-¢¥ª²®°®¢ { i1; i2; : : : ; is, £¤¥ik =< 0; : : : ; 0; 1; 0 : : : ; 0 > (¥¤¨¨¶    k-¬ ¬¥±²¥).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.7.1.�«¨®© s-¢¥ª²®°  x  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®jxj = � sPk=0xk2� 12 , £¤¥ xk { k-¿ ª®®°¤¨ ²  ¢¥ª²®°  x.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.7.2.�¥ª²®°  §®¢¥¬ ª®¥·»¬, ¥±«¨ ¥£® ¤«¨  ¿¢«¿¥²±¿ ª®¥·»¬ ·¨±«®¬, ¨ ¡¥±ª®-¥·® ¬ «»¬, ¥±«¨ ¤«¨  ¥£® ¡¥±ª®¥·® ¬ « .�®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® ¢¥ª²®° ª®¥·¥ (¡¥±ª®¥·® ¬ «), ¥±«¨ ¢±¥ ¥£® ª®¬¯®¥²»ª®¥·» (¡¥±ª®¥·® ¬ «»).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.7.3.�¢  ¢¥ª²®°  x; y 2 <s  §®¢¥¬ ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨¬¨, ¥±«¨ jx� yj � 0, ²® ¥±²¼¥±«¨ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®.



3.7. ������� ������ ���������� 69�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.7.4.�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¢¥ª²®° x¬ « ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¢¥ª²®°®¬ y, ¥±«¨ jxj = o(jyj).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.7.5.�¥¼¾ ¢¥ª²®°  x  §®¢¥¬ s-¢¥ª²®°�x =< �x1; �x2; : : : ; �xs > :�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¤®ª § ²¼ ±¢®©±²¢  ¢¢¥¤¥®© ®¯¥-° ¶¨¨,   «®£¨·»¥ ±¢®©±²¢ ¬ ¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ s-¢¥ª²®°®¢.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.7.6.�³ª¶¨¾ f : E � Rs �! R  §®¢¥¬ ¥¯°¥°»¢®© ¢ ²®·ª¥ c 2 E, ¥±«¨ 8x (x �c f(x) � f(c)).�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¤ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°¥¤¥«  ´³ª¶¨¨ ¬®£¨µ ¯¥°¥¬¥»µ ¨¤®ª § ²¼ ®±®¢»¥ ²¥®°¥¬» ® ¯°¥¤¥« µ ¨ ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª¶¨¿µ ± ¬®±²®¿²¥«¼®.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.7.7.�³ª¶¨¾ f : E � Rs �! R  §®¢¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®© ¢ ²®·ª¥ c, ¥±«¨ ¤«¿¢±¥µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ �x ¢»¯®«¥® f (c+�x) = f(x) + L (�x) + o (�x), £¤¥ L {«¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§ <s ¢ <.�®¦® ¤®ª § ²¼ (³¯° ¦¥¨¥), ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ L ¤¥©±²¢³¥² ¯® ¯° ¢¨«³ L(x) =(l; x), £¤¥ l 2 <s. (�¥°¥§ (x; l) ®¡®§ ·¥®, ª ª ®¡»·®, ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥.)�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.7.8.�¥ª²®° �l  §®¢¥¬ £° ¤¨¥²®¬ ´³ª¶¨¨ f .�®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® ¥£® ª®¬¯®¥²» ¿¢«¿¾²±¿ · ±²»¬¨ ¯°®¨§¢®¤»¬¨.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ± ¬®±²®¿²¥«¼® ° §®¡° ²¼±¿ ± ¬®£®¬¥°»¬ ¨²¥£°¨°®¢ -¨¥¬.



�« ¢  4.�¨±«®¢»¥ ±¨±²¥¬»� ½²®© £« ¢¥ ¬» ± · «  ¯°¨¢¥¤¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ²¥¨ ¤«¿ ª®¥·-»µ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ®¯¨° ¾¹¥¥±¿ ²®«¼ª®   ±¢®©±²¢  ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« (¨±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ, ¥±²¥±²¢¥®). � ²¥¬ ¬» ¯°¥¤«®¦¨¬ ¥ª®²®°»© ±¯®-±®¡ ¯®±²°®¥¨¿ ·¨±«®¢»µ ±¨±²¥¬ ¤® £¨¯¥°ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥« ¢ª«¾·¨²¥«¼®, ¯°¨·¥¬¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±«  ¬» ¯®±²°®¨¬, ¨±µ®¤¿ ¨§ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ° ±¸¨°¥®£® ¬®¦¥±²¢  ²³° «¼»µ ·¨±¥« { ¬®¦¥±²¢ 1N. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ®¡®±®¢ ¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¤®±² ²®·® ¯®²°¥¡®¢ ²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ° ±¸¨°¥¨¿¤«¿ ¬®®¨¤   ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥£® ¢±¥¬  ª±¨®¬ ¬ �¥ ®, ® ¤®¯³±-ª ¾¹¥£® ¢ ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¡¥±ª®¥·»¥ ( ²³° «¼»¥) ·¨±«  {  ª²³ «¼»¥ ¡¥±ª®¥·®¡®«¼¸¨¥ ·¨±« 1.x4.1. �³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ²¥¨� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ®¤¨ ¯³²¼ ®¡®±®¢ ¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿  ª-²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ, ª®²®°»© ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¯°¥¤«®¦¥»µ ¢ 2.3, 2.4 ²®«¼ª®±¯®±®¡®¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ²¥¨, ª®²®°®¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®¨§ ¯°¨¶¨¯  �¥©¡¨¶ . �®±ª®«¼ª³ ¯°¨¢®¤¨¬®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¨±¯®«¼§³¥² ²®«¼ª®  ª-±¨®¬³ ° ±¸¨°¥¨¿ �. �¥©¡¨¶  ¨ ¯®¿²¨¥ ²®·®© ¢¥°µ¥© £° ¨ (¨«¨ ¤¥¤¥ª¨¤®¢ ±¥·¥¨¿), ²® ®® ¤®±²³¯® ±²³¤¥² ¬-¬ ²¥¬ ²¨ª ¬ ¨«¨ "¬ ²¥¬ ²¨§¨°®¢ »¬" ±«³-¸ ²¥«¿¬.�² ª, ¬» «¨¡® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¢¥¹¥±²¢¥»µ·¨±¥«, ´ ª²®°¨§®¢ ®¥ ¯® ¥ª®²®°®© ¬¥°¥ �°¥¸¥, ª®²®°®¥ ±®¤¥°¦¨² ( ª²³ «¼»¥)¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ·¨±« , «¨¡® ¯®±²³«¨°³¥¬ ¯°¨¶¨¯ �¥©¡¨¶ . �®¦¥±²¢® £¨¯¥°¢¥-¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ®¡®§ · ¥¬, ª ª ®¡»·®, ·¥°¥§ <.1�¥·¼ ¨¤¥² ® ¯°¥¤º¿¢«¥¨¨ ¥±² ¤ °²®© ¬®¤¥«¨  °¨´¬¥²¨ª¨.



4.2. ���������������� ����� 71�¥®°¥¬  4.1.1.�«¿ ª ¦¤®£® ª®¥·®£® £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥®£® ·¨±«  x ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥®¥¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® r ² ª®¥, ·²® x � r.� � � � � � � � � � � � � �.�¤¨±²¢¥®±²¼ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ±² ¤ °²»¬ ¯³²¥¬, ¨±µ®¤¿ ¨§ ²®£®, ·²® ¥¤¨-±²¢¥®¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® { ½²® ®«¼.�®ª ¦¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥. �³±²¼ x { ª®¥·®¥ ·¨±«®. �±«¨ x 2 R, ²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢®§ ª®·¥®.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® x =2 R ¨ ¯³±²¼ E = fy 2 R : y > xg. �±®, ·²® ¬®¦¥±²¢® E¥¯³±²® ¨ ®£° ¨·¥® ±¨§³. �®«®¦¨¬ x0 = inf E.�³±²¼ n 2 N n f0g. �®£¤  ·¨±«® x0 + 1n ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¨¦¥© £° ¨¶¥© ¬®¦¥±²¢ E, ²® ¥±²¼ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ½«¥¬¥²  y 2 E y < x0+ 1n , ²® ¥±²¼ y�x0 < 1n . �® ² ª ª ªx < y; x� x0 < 1n ¯°¨ ¢±¥µ n 2 N n f0g.� «®£¨·®, ¢¢®¤¿ ¬®¦¥±²¢® F = fz 2 R : z > xg ¨ ®¡®§ · ¿ x0 = supF , ¯®«³-·¨¬, ·²® ¯°¨ ¢±¥µ n 2 N n f0g x0 � x < 1n .�®£¤  ¿±®, ·²® x0 � x0 < 1n ¤«¿ ¢±¥µ ¥³«¥¢»µ n 2 N. �¥©±²¢¨²¥«¼®, x0 � x0 =x0�x+x�x0 < 1m + 1m = 2m . � ¤°³£®© ±²®°®», x0�x0 = x0�x+x�x0 > � 1m � 1m =� 2m . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¢±¥µ n 2 N n f0g jx0 � x0j < 1n . �²±¾¤ , ³·¨²»¢ ¿, ·²®¬®¤³«¼ { ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®, ¯®«³· ¥¬, ·²® x0 = x0.�®ª ¦¥¬, ·²® x0 � x. �«¿ ½²®£® ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® y = x0 � x ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®-¥·® ¬ «»¬ ·¨±«®¬.�±®, ·²® y { ª®¥·®¥ ·¨±«® ¨, ² ª ª ª x0 = inf E; x0 � x ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, y � 0.� «®£¨·®, ² ª ª ª x0 = x0 = supF; y � 0.� ª¨¬ ®¡° §®¬, x 2 R ¢®¯°¥ª¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾. �� ¬¥· ¨¥. �¥²°³¤® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢  E ¨ F ®¡° §³¾² ¤¥¤¥ª¨¤®¢® ±¥-·¥¨¥ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¯°¥¤¥«¿¾² ¥¤¨±²¢¥®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®. �®, ·²® ®®¨±ª®¬®¥, «¥£ª® ¢»¢¥±²¨ ¨§ ±¢®©±²¢ ¤¥¤¥ª¨¤®¢  ±¥·¥¨¿. � ½²®¬ ±®±²®¨² ¤°³£®¥ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬».� «¥¥ ³¬¥±²® ¤®ª § ²¼ ¢±¥ ®±®¢»¥ ±¢®©±²¢  ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¨ ±¢®©±²¢  ²¥¨,±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ª®²®°®© ¢³²°¥¨¬ ®¡° §®¬ ¤®ª § ®. �®§¦¥ ¨¤¥² ®¡»·®¥ ¨§«®¦¥-¨¥   «¨§ .x4.2. �¨¯¥° ²³° «¼»¥ ·¨±« �§¢¥±²®, ·²® ¬®¦¥±²¢®  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²  ª±¨®¬ ¬ �¥ ® (�»´®°¬³«¨°³¥¬  ª±¨®¬» ¢ " ¨¢®©" ´®°¬¥. �  ²®·»¬¨ ´®°¬³«¨°®¢ª ¬¨ ®²±»« ¥¬·¨² ²¥«¿ ª ±¯¥¶¨ «¼®© «¨²¥° ²³°¥.):1. �«¿ ª ¦¤®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  ¨¬¥¥²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ±«¥¤³¾¹¥¥ §  ¨¬·¨±«®;2. �®«¼ ¿¢«¿¥²±¿  ²³° «¼»¬ ·¨±«®¬, ¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ¨ §  ª ª¨¬  ²³° «¼»¬·¨±«®¬;



72 ����� 4. �������� �������3. �±«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¨ ¤¢³µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ° ¢», ²® ° ¢» ¨ ± ¬¨ ·¨±« ;4. �³¬¬  «¾¡®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  ± ³«¥¬ ° ¢  ½²®¬³ ·¨±«³;5. �°®¨§¢¥¤¥¨¥  ²³° «¼®£® ·¨±«    ®«¼ ° ¢® ³«¾;6. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼ ±³¬¬» ¤¢³µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ° ¢¥ ±³¬¬¥ ®¤®£® ¨§ ¨µ ±¯®±«¥¤®¢ ²¥«¥¬ ¤°³£®£®;7. �°®¨§¢¥¤¥¨¥  ²³° «¼®£® ·¨±«    ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¿ ¤°³£®£®  ²³° «¼®£® ·¨±« ° ¢® ±³¬¬¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¯¥°¢®£® ·¨±«    ¢²®°®¥ ¨ ¯¥°¢®£® ·¨±« ;8. �°¨¶¨¯ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© (¯®«®©) ¨¤³ª¶¨¨: ¥±«¨ ¥ª®²®°®¥ ±¢®©±²¢® ¨¬¥¥²¬¥±²® ¤«¿  ²³° «¼®£® ·¨±«  n0 ¨ ¨§ ²®£®, ·²® ®® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ (¯°®¨§-¢®«¼®£®)  ²³° «¼®£® ·¨±«  n � n0 ±«¥¤³¥², ·²® ®® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ¤«¿ ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¿ ·¨±«  n, ²® ¤ ®¥ ±¢®©±²¢® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥«n � n0.�®¤ ¬®¦¥±²¢®¬  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ¯®¨¬ ¾² ®¡»·® ±²°³ª²³°³, ±®±²®¿¹³¾ ¨§¬®¦¥±²¢  N ± ¤¢³¬¿ ¡¨ °»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿ ¨ ®¤®© ³ °®©®¯¥° ¶¨¥© ±«¥¤®¢ ¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾  ª±¨®¬ ¬ �¥ ®. �  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ®¯¥° ¶¨¨±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼, ¨±µ®¤¿ ¨§ ®¯¥° ¶¨¨ ±«¥¤®¢ ¨¿ ¨ ¯°¨¶¨¯ ¨¤³ª¶¨¨ ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³:n+ 0 = n; n+ (m + 1) = (n+m) + 1; nm = n+ n+ : : :+ n| {z }n ° § :�¢®©±²¢  ®¯¥° ¶¨© {  ª±¨®¬» �¥ ® ¨ § ª®» ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨ ¨  ±±®¶¨ ²¨¢®±²¨ {«¥£ª® ¯°®¢¥°¿¾²±¿ (³¯° ¦¥¨¥ ¤«¿ ·¨² ²¥«¿).�¥®°¥¬  4.2.1.� ²³° «¼»¥ ·¨±«  ±³¹¥±²¢³¾².� � � � � � � � � � � � � �.�» ¯°¨¢¥¤¥¬ ½±ª¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨© ¨¯®°¿¤ª .� ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±«®¢, ±®±² ¢«¥»µ ¨§  «´ ¢¨² , ±®¤¥°¦ ¹¥£® ¥¤¨-±²¢¥»© ±¨¬¢®« (¡³ª¢³), ª®²®°³¾ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ j. �®¤ ±«®¢®¬ ¬» ¯®¨¬ ¥¬ ¯°®-¨§¢®«¼³¾ (¢®§¬®¦® ¯³±²³¾) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¡³ª¢,  ¯°¨¬¥° jjj. �³±²®¥ ±«®¢®,²® ¥±²¼ ±«®¢®, ¥ ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¨ ®¤®£® ±¨¬¢®« , ®¡®§ ·¨¬ �.�«¿ ª ¦¤®£® ±«®¢  � ¢¢¥¤¥¬ ±«®¢® �+ = �j, ¯®«³· ¾¹¥¥±¿ ¯°¨¯¨±»¢ ¨¥¬ ª ±«®¢³� ¡³ª¢». � §®¢¥¬ ±«®¢® �+ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¥¬ ±«®¢  �.�¯°¥¤¥«¨¬ ²¥¯¥°¼ ±³¬¬³ ¤¢³µ ±«®¢ �1 + �2 = �1�2 ª ª °¥§³«¼² ² ¯°¨¯¨±»¢ ¨¿ ª±«®¢³ �1 ±«®¢  �2. �®·¥¥, ¯®«®¦¨¬ ¤«¿ ±«®¢  � � + 0 = �; � + �+ = (� + �)+.�°®¨§¢¥¤¥¨¥ ±«®¢ �1 ¨ �2 ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯° ¢¨«®¬:� � 0 = 0; � � �+ = � � � + �.�¥£ª® ¯®¿²¼, ·²®  ¨¢® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢®�1 � �2 = �1 + : : :+ �1| {z }�1 ° § :



4.2. ���������������� ����� 73�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼ ¢»¯®«¥¨¥ ¤«¿ ¢¢¥¤¥»µ ®¯¥° ¶¨© ¢±¥µ  ª±¨®¬ �¥ ®, ¢ª«¾· ¿ ª±¨®¬³ ¨¤³ª¶¨¨. �°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ±¤¥« ²¼ ½²® ± ¬®±²®¿²¥«¼®.�» ¯°¨¢¥¤¥¬ «¨¸¼ ° ±±³¦¤¥¨¥, ¤®ª §»¢ ¾¹¥¥ ¯°¨¶¨¯ ¨¤³ª¶¨¨, ¢¢¥¤¿ ¯°¥¤-¢ °¨²¥«¼® ®²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª    ¬®¦¥±²¢¥ ±«®¢: ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® �1 < �2, ¥±«¨±³¹¥±²¢³¥² ª®¥· ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«®¢ �1; �2; : : : ; �k ² ª ¿, ·²® �1 = �1; �2 = �k¨ �s+1 = �+s . �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯®«³· ¥²±¿ ®²®¸¥¨¥ «¨¥©®£® ¯®°¿¤ª , ¯°¨ ª®-²®°®¬ ±«®¢® �1 ¡®«¼¸¥ ±«®¢  �2, ¥±«¨ ®® "¤«¨¥¥", ²® ¥±²¼ ±®¤¥°¦¨² ¡®«¼¸¥ ¡³ª¢.� ª¦¥ ¿±®, ·²® ¶¥¯®·ª  ±«®¢ �1 > �2 > : : : ®¡°»¢ ¥²±¿, ¨¡®  ¨¬¥¼¸¨¬ ½«¥¬¥²®¬¿¢«¿¥²±¿ ¯³±²®¥ ±«®¢®2.�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¨¶¨¯  ¨¤³ª¶¨¨:�³±²¼ � { ¥ª®²®°®¥ ±¢®©±²¢®, ¨±²¨®¥ ¤«¿ ±«®¢  �0 ¨ ±«®¢® � � �0. �°¥¤¯®«®¦¨¬,·²® ¥±«¨ ±¢®©±²¢® � ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¤«¿ �, ²® ®® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«¿ �+, ®, ¢®¯°¥ª¨ ³²¢¥°-¦¤¥¨¾ ¯°¨¶¨¯  ¨¤³ª¶¨¨,  ©¤¥²±¿ ±«®¢®, ¤«¿ ª®²®°®£® ±¢®©±²¢® � ¥ ¢»¯®«¥®.�¡®§ ·¨¬ ½²® ±«®¢® �.�±«¨ � = �, ²®, ®·¥¢¨¤®, ·²® �0 = � ¨ ±¢®©±²¢® � ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ �. � ª¨¬®¡° §®¬, ±«®¢® � ¥¯³±²®. � ±±¬®²°¨¬ ±«®¢® �1 ² ª®¥, ·²® �+1 = �. �®£¤  �1 < � ¨±¢®©±²¢® � ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¤«¿ �1, ¨¡®, ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥, ®® ¢»¯®«¿«®±¼ ¡» ¤«¿� ¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯¥°¥µ®¤³.� ±±³¦¤ ¿ ¤ «¥¥ ±® ±«®¢®¬ �1 ²®·® ² ª ¦¥, ª ª ¨ ±® ±«®¢®¬ �, ¯®«³·¨¬ ±«®¢®�2 < �1, ¤«¿ ª®²®°®£® ±¢®©±²¢® � ² ª¦¥ ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±² . �°®¤®«¦ ¿   «®£¨·»¥° ±±³¦¤¥¨¿, ¯®«³·¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ � > �1 > �2 > : : :, ª®²®° ¿ ®¡®°¢¥²±¿.�®¢¥°¸¥® ¿±®, ·²® ¢ ½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¢±²°¥²¨²±¿ ±«®¢® �0, ¨¡® � > �0.�°¨ ½²®¬ ¯® ¯®±²°®¥¨¾ ±¢®©±²¢® � ¤«¿ ±«®¢  �0 ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²®,   ¯® ³±«®¢¨¾ (¡ § ¨¤³ª¶¨¨) { ¢»¯®«¥®. �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ²°¥¡³¥¬®¥.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦¥±²¢® ±«®¢, ¢¢¥¤¥®¥  ¬¨, ®¡« ¤ ¥² ¢±¥¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨, ª®-²®°»¥ ¯°¨±³¹¨ (¨ ²°¥¡³¾²±¿) ¬®¦¥±²¢³  ²³° «¼»µ ·¨±¥«. �¡®§ · ¿ ²¥¯¥°¼ 0 =�; 1 = �+; : : : ; n + 1 = n+; : : : ¯®«³· ¥¬ ¯°¨¢»·®¥ ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿  ²³° «¼»µ·¨±¥«. �®¦¥±²¢®  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ®¡®§ · ¥¬, ª ª ®¡»·®, ±¨¬¢®«®¬ N. �� ¬¥· ¨¥. �³¹¥±²¢®¢ ¨¥  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ¬®¦® ¤®ª § ²¼ ¨ ¢ ° ¬ª µ ¥ª®-²®°®© ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢ (¨  ¨¢®© ¢ ²®¬ ·¨±«¥) ¯³²¥¬ ¢¢¥¤¥¨¿ ª®¥·»µ ®°¤¨ «®¢¨«¨ ª °¤¨ «®¢. � ª¦¥ ¢®§¬®¦® ®¡®±®¢ ¨¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ¢° ¬ª µ ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢ ª ª ²¥®°¥²¨ª®-¬®¦¥±²¢¥®©  °¨´¬¥²¨ª¨ [17, ±. 46]. �®¢±¥µ ±«³· ¿µ  ²³° «¼»¬¨ ·¨±« ¬¨ ´ ª²¨·¥±ª¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¬®¦¥±²¢  0 = ;; 1 =0 [ f0g = 0+ = f;g = f0g; 2 = 1+ = 1 [ f1g = f;; f;gg = f0; 1g; 3 = 2+ = 2 [ f2g =f;; f;g; f;; f;gg = f0; 1; 2g; : : :. �®®¡¹¥ n = f0; 1; 2; : : : ; n� 1g.2�¤¥±¼ ¬» ´ ª²¨·¥±ª¨ ¨±¯®«¼§³¥¬  ª±¨®¬³ ´³¤¨°®¢ ¨¿, § ¯°¥¹ ¾¹³¾ ¡¥§®¡-°»¢»¥ ¶¥¯®·ª¨ ¢¨¤  : : : 2 xk : : : 2 x2 2 x1 2 x0. �¡®±®¢ ²¼ ®¡°»¢ ¶¥¯®·ª¨ ±«®¢¬®¦® ¨ ²¥¬, ·²® ª ¦¤®¥ ¯®±«¥¤³¾¹¥¥ ±«®¢® ¯®«³· ¥²±¿ "±²¨° ¨¥¬" ®¤®© ¡³ª¢».�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¨ ¯®¢²®°¥¨¨ ½²®© ®¯¥° ¶¨¨ ±²®«¼ª® ° §, ±ª®«¼ª® ²°¥¡³¥²±¿ ¤«¿  -¯¨± ¨¿ ¨±µ®¤®£® ±«®¢  ¬» ¯°¨¤¥¬ ª ¯³±²®¬³ ±«®¢³, ¨¡® ¢±¥ ¡³ª¢» ¡³¤³² ±²¥°²».�®§¨ª ¥² ¥±²¥±²¢¥»© ¢®¯°®±, ¬®¦® «¨, ¨±¯®«¼§³¿ ª®±²°³ª²¨¢»¥ ¬¥²®¤» [22]¨§¡¥¦ ²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿  ª±¨®¬» ´³¤¨°®¢ ¨¿.



74 ����� 4. �������� ��������°¨¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼  ª±¨®¬³, ª®²®° ¿ £ ° ²¨°³¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼-¸¨µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥«.�ª±¨®¬  ° ±¸¨°¥¨¿:�³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ (£¨¯¥° ²³° «¼®¥) ·¨±«® N , ·²® ¤«¿ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ ·¨±¥«n ¨¬¥¥² ¬¥±²® n < N .�¥®°¥¬  4.2.2.�³¹¥±²¢³¥² ¬®¦¥±²¢® 1N, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¬®¦¥±²¢®  ²³° «¼»µ ·¨±¥«. �°¨½²®¬ ¤«¿ ½«¥¬¥²®¢ ¬®¦¥±²¢  1N ¨¬¥¾² ¬¥±²®  ª¨®¬» �¥ ®,   ² ª¦¥  ª±¨®¬ ° ±¸¨°¥¨¿.� � � � � � � � � � � � � �.�¥°¢»© ±¯®±®¡. �» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¬®¦¥±²¢  £¨¯¥°- ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ±«¥¤³¿ ±µ¥¬¥ 2.2. �²® ¤®ª § ²¥«¼±²®¢® ¬» ±·¨² ¥¬ ®±®¢»¬ ¤«¿ ¸¥£® ¨§«®¦¥¨¿.�³±²¼1N = NN=��1(0) { ¯°®±²° ±²¢® ¨§¬¥°¨¬»µ ´³ª¶¨© (¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ²³° «¼»µ ·¨±¥«), ¯® ¥ª®²®°®© ¬¥°¥ �°¥¸¥. �®ª ¦¥¬, ·²® ¢ 1N ±¯° ¢¥¤«¨¢» ª±¨®¬» �¥ ®. �«¿ ½²®£® ²°¥¡³¥²±¿ ¤®ª § ²¼   «®£ ²¥®°¥¬» 2.2.1.� ¤¥©±²¢¨²¥«¼±²¨ ½²® ¤¥« ¥²±¿ ²®·® ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ 2.2, ¨¡® ¿±®, ·²®, ¯® ®¯°¥¤¥-«¥¨¾, m = m1+m2 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k 2 N m1(k)+m2(k) =m(k). � «®£¨·® m � n ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  m(k) � n(k) ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ  -²³° «¼»µ k.�²±¾¤  «¥£ª® ¢»¢¥±²¨ ¢±¥  ª±¨®¬» �¥ ® ¤«¿ ¬®¦¥±²¢  £¨¯¥° ²³° «¼»µ ·¨-±¥«. �¥² «¨ ¯°¥¤®±² ¢«¿¾²±¿ ·¨² ²¥«¾.�°¨¢¥¤¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¨¶¨¯  ¨¤³ª¶¨¨ ¤«¿1N.�³±²¼ ¯°¨¶¨¯ ¨¤³ª¶¨¨  °³¸ ¥²±¿. �®£¤  ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ' ¨¬¥-¥² ¬¥±²® '(0) ¨ 8n ('(n) � '(n+ 1)), ®¤ ª® ±³¹¥±²¢³¥² ·¨±«® N 2 1N ² ª®¥, ·²®:'(N). �®£¤  ±®£« ±® ¯°¨¶¨¯³ ¯¥°¥®±  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k 2 N ¨¬¥¥² ¬¥±²® :'(Nk).�¨ª±¨°³¥¬ k0 2 N ² ª®¥, ·²® :'(Nk0 ).� ª ª ª ¡ §  ¨¤³ª¶¨¨ ¨ ¨¤³ª¶¨®»© ¯¥°¥µ®¤ ¨¬¥¾² ¬¥±²® ¢1N, ¤«¿ ¯®·²¨¢±¥µ k ±¯° ¢¥¤«¨¢® '(0k) ¨ 8nk ('(nk) � '(nk + 1)). � ª ª ª ¯®±«¥¤¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ®  ²³° «¼»µ ·¨±« µ, ¡®«¥¥ ²®£® ®¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¨-·¥¬ ¨»¬, ª ª ¡ §®© ¨¤³ª¶¨¨ ¨ ¨¤³ª¶¨®»¬ ¯¥°¥µ®¤®¬, ³²¢¥°¦¤¥¨¥ '(nk) ¨¬¥¥²¬¥±²® ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k 2 N, ¤«¿ ª®²®°»µ ±¯° ¢¥¤«¨» ¡ §  ¨ ¯¥°¥µ®¤, ¢ · ±²®±²¨ ¤«¿k0. � ª¨¬ ®¡° §®¬ '(Nk0 ) ±¯° ¢¥¤«¨¢®.�®¯®±² ¢«¿¿ ¯®«³·¥»¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿, ¨¬¥¥¬, ·²® ®¤®¢°¥¬¥® ¨¬¥¥² ¬¥±²®³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¨ ¥£® ®²°¨¶ ¨¥. �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¯®°¨¶¨¯ ¨-¤³ª¶¨¨ ¤«¿1N.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢   ª±¨®¬» ° ±¸¨°¥¨¿ ¯®±²°®¨¬ ¢«®¦¥¨¥ ¬®¦¥±²¢  N ¢ ¬®-¦¥±²¢® 1N ¯® ¯° ¢¨«³ in(n) { ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯®±²®¿®© ´³ª¶¨¨ en(k) = n¤«¿ ¢±¥µ k 2 N. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ½²® ¢«®¦¥¨¥ ±®µ° ¿¥² ¯®°¿¤®ª ¨  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¥®¯¥° ¶¨¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¯¥° ¶¨© ¨ ¯®°¿¤ª .�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¢ 1N ¨¬¥¥²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®© ½«¥¬¥². �«¿ ½²®£®¯®«®¦¨¬ N : N(k) = k ¯°¨ ¢±¥µ k 2 N. �·¥¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ m 2 N, ²® ¯°¨



4.3. ����� � ���������� ����� 75k � m+1 em(k) = m < k = N(k). �®½²®¬³ ¬¥°  �°¥¸¥ ¬®¦¥±²¢  fk 2 N : mk < Nkg° ¢  ¥¤¨¨¶¥ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, m < N , ²® ¥±²¼ ¯®±²°®¥®¥ ·¨±«® N ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®-¥·»¬. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.2.1.�®¦¥±²¢® 1N  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®¬ £¨¯¥° ²³° «¼»µ ·¨±¥«.� ¬¥· ¨¥. �·¥¢¨¤®, ·²® ¢¬¥±²¥ ± N ¡¥±ª®¥·»¬ ¿¢«¿¾²±¿ ¢±¥ ·¨±«  ¢¨¤ N + l, £¤¥ l { ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«®. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ¦¤®¬³ ¡¥±ª®¥·®¬³  ²³-° «¼®¬³ ·¨±«³ ±®®²¢¥²±²¢³¥² "¡«®ª" ·¨±¥«, ¯®°¿¤ª®¢® ¨§®¬®°´»© ¬®¦¥±²¢³ ¶¥«»µ·¨±¥«. �±¥£® ² ª¨µ ¡«®ª®¢ ¡¥±ª®¥·® ¬®£®, ¯°¨ ½²®¬ «¾¡®¥ ·¨±«® ¡«®ª  N + k ±²°®-£® ¬¥¼¸¥ «¾¡®£® ·¨±«  ¨§ ¡«®ª  M + k ¯°¨ N < M . � ±¨«³ «¨¥©®±²¨ ¯®°¿¤ª   ¬®¦¥±²¢¥ 1N ¡«®ª¨ ² ª¦¥ «¨¥©® ³¯®°¿¤®·¥». �·¥¢¨¤®, ·²® ¥²  ¨¡®«¼¸¥£®¡«®ª . �®¦® ¤®ª § ²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ³«¼²° ´¨«¼²° , ·²® ¥² ¨  ¨¬¥¼¸¥£®¡«®ª . � ª¦¥ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ° §«¨·»¬¨ ¡«®ª ¬¨ ¬®¦® ¢±² ¢¨²¼ (®²«¨·»© ®² ¨µ)¡«®ª. �µ¥¬ ²¨·® ±²°®¥¨¥ ¬®¦¥±²¢ 1N ¯®ª § ® ¨¦¥.1Nz }| {0; 1; 2; �; �; �| {z }N � � � � � � � � fN + k : k 2 Zg� � � � � � � �| {z }¡«®ª¨ @�® ¥±²¼ ¯®°¿¤ª®¢»© ²¨¯ ¬®¦¥±²¢ 1N ° ¢¥ !+(!� + !) �, £¤¥ ! ¨ � { ¯®°¿¤ª®¢»¥²¨¯»  ²³° «¼»µ ¨ ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«,   ·¥°¥§ !� ®¡®§ ·¥ ²¨¯ ¤¢®©±²¢¥®£®³¯®°¿¤®·¥¨¿ { ±¬. [14].x4.3. �¥«»¥ ¨ £¨¯¥°¶¥«»¥ ·¨±« �®±²°®¥¨¥ ¶¥«»µ ·¨±¥« ¨§  ²³° «¼»µ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯³²¥¬ ±¨¬¬¥²°¨§ ¶¨¨.�» ¯°¨¬¥¨¬ ½²®² ¯°®¶¥±± ª ¬®¦¥±²¢³ £¨¯¥° ²³° «¼»µ ·¨±¥«. �°¨ ½²®¬, ®¯¨° ¿±¼  ²®, ·²®  ²³° «¼»¥ ·¨±«  ¨§®¬®°´® ¢«®¦¥» ¢ ¬®¦¥±²¢® £¨¯¥° ²³° «¼»µ·¨±¥«, ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¨µ ®¡° § ¯°¨ ±¨¬¬¥²°¨§ ¶¨¨ ¤ ±² ®¡»·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¶¥«»µ·¨±¥«.�±²¥±²¢¥®, ¬®¦® ¡»«® ¯®±²°®¨²¼ ± · «  ¬®¦¥±²¢® ¶¥«»µ ·¨±¥«,   § ²¥¬¬®¦¥±²¢® £¨¯¥°¶¥«»µ,  ¯°¨¬¥°, ± ¯®¬®¹¼¾ ´ ª²®°¨§ ¶¨¨ ¬®¦¥±²¢  ¢±¥µ ¶¥«®·¨-±«¥»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¯® ¥ª®²®°®© ¬¥°¥ �°¥¸¥. �¤ ª® ½²® ¯³²¼ ¬» ¥ ¢»¡¨-° ¥¬, ±·¨² ¿, ·²® ±«¥¤³¥² ª ª ¬®¦® ¬¥¼¸¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¥ª®±²°³ª²¨¢»¥ ¯°¨¥¬».�», ª®¥·®, ¥ ¨±ª«¾· ¥¬ ¨ ² ª®£® ¢ °¨ ² , ¯°¨ ª®²®°®¬ ¢±¥ ³¦»¥ £¨¯¥°·¨±« ±²°®¿²±¿ ¨§ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ "ª ®¨·¥±ª¨µ" ·¨±¥« ²¥¬ ¨«¨ ¨»¬ ±¯®±®¡®¬.�°®¶¥¤³°  ±¨¬¬¥²°¨§ ¶¨¨.3�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.1.� ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® 1N �1N. �¢¥ ¯ °» < n1; n2 >;< m1;m2 >21N �1N §®¢¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ¥±«¨ n1 +m2 = n2 +m1.3�¥·¼ ¨¤¥² ® ±² ¤ °²®© ¯°®¶¥¤³°¥ ¯®±²°®¥¨¿ £°³¯¯» ¯® ¯®«³£°³¯¯¥. �¡¹³¾ª®±²°³ª¶¨¾ ¬®¦®  ©²¨ ¢ [33, ±.110 { 113].



76 ����� 4. �������� �������� ª ¿¢±²¢³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿, ¤«¿ «¾¡®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  l< n+ l;m+ l >�< n;m >.�¥¬¬  4.3.1.�¢¥¤¥®¥ ®²®¸¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨.� � � � � � � � � � � � � �.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ®·¥¢¨¤®, ·²® < n;m >�< m;n >, ¨ ¥±«¨< n1;m1 >�< n2;m2 >, ²® < n2;m2 >�< n1;m1 >.� «¥¥, ¥±«¨ < n1;m1 >�< n2;m2 > ¨ < n2;m2 >�< n3;m3 >, ²®, ² ª ª ª n1 +m2 = n2+m1; n2+m3 = n3+m2, ¯®«³· ¥¬, ·²® n1+m2+n2+m3 = n2+m1+n3+m2.�²±¾¤  n1 +m3 = n3 +m1. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.2.� ª²®°¬®¦¥±²¢® ¬®¦¥±²¢ 1N �1N ¯® ¢¢¥¤¥®¬³ ®²®¸¥¨¾ ½ª¢¨¢ «¥²®-±²¨  §®¢¥¬ ¬®¦¥±²¢®¬ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« ¨ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼1Z.�¥¬¬  4.3.2.�«¿ «¾¡®£® £¨¯¥°¶¥«®£® ·¨±«  z = [< n;m >] (·¥°¥§ [< n;m >] ®¡®§ ·¥ ª« ±±½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯ °» < n;m >) ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ £¨¯¥° ²³° «¼®¥ ·¨±«® k² ª®¥, ·²® «¨¡® z ±®¢¯ ¤ ¥² ± ª« ±±®¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯ °» < k; 0 >, «¨¡® z ±®¢¯ ¤ ¥²± ª« ±±®¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯ °» < 0; k >.� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ ± · «  n � m. �®£¤  ¯®«®¦¨¬ k = n�m. �¬¥¥¬ k+m = n�m+m = n =n+ 0, ²® ¥±²¼ < n;m >�< k; 0 >.�±«¨ n � m, ²®, ¯®«®¦¨¢ k = m� n ¨ ¯°®¢¥¤¿   «®£¨·®¥ ° ±±³¦¤¥¨¥, ¯®«³·¨¬²°¥¡³¥¬®¥. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.3.�«¿ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« z1 ¨ z2 ®¯°¥¤¥«¨¬z1+z2 { ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯ °» < n11+n21; n12+n22 >, £¤¥ zk = [< nk1; nk2 >] (k = 1; 2).�¥®°¥¬  4.3.1.�¯°¥¤¥«¥¨¥ ±³¬¬» £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« ª®°°¥ª²®.� � � � � � � � � � � � � �.�®ª ¦¥¬, ·²® ¥±«¨ < n1; n2 >�< m1;m2 > ¨ < n01;m01 >�< n02;m02 >, ²® < n1 + n2;m1 + m2 >�< n01; n02;m01;m02 >. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨¬¥¥¬n1 + n2 +m01 +m02 = m1 + n02 +m2 + n02. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.4.�« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯ °» < 0; 0 >  §®¢¥¬ ³«¥¬ ¨ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ 0.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.5.�« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯ °» < 1; 0 > ®¡®§ ·¨¬ 1,   ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯ °»< 0; 1 > { �1.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.6.�°®²¨¢®¯®«®¦»¬ ·¨±«®¬ ª ·¨±«³ z = [< n;m >]  §®¢¥¬ ·¨±«® �z = [< m;n >].



4.3. ����� � ���������� ����� 77�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.7.�«¿ z 2 1Z ¯®«®¦¨¬ z � 0 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  z ½ª¢¨¢ «¥²® ¯ °¥< n; 0 > ¤«¿ £¨¯¥° ²³° «¼®£® n. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® z1 � z2, ¥±«¨ z1 � z2 � 0.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯°¨ ½²®¬ ¯®«³· ¥²±¿±«®¦¥¨¥, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ¢±¥¬ "³¦»¬" ±¢®©±²¢ ¬.�¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾ � : 1N �!1Z¯° ¢¨«®¬ �(n) { ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯ °»< n; 0 >.�¥®°¥¬  4.3.2.�³ª¶¨¿ � ¿¢«¿¥²±¿ ¨º¥ª¶¨¥©, ±®µ° ¿¾¹¥© ®²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª  ¨ ®¯¥° ¶¨¾±«®¦¥¨¿.� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ n;m 21N.�¬¥¥¬:�(n) = [< n; 0 >]; �(m) = [< m; 0 >]; �(n+m) = [< n+m; 0 >] == [< n; 0] > +[< m; 0 >], ª ª ®²¬¥·¥® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ «¥¬¬» 4.3.2. �®°¿¤®ª ² ª ¨®¯°¥¤¥«¥, ·²®¡» £¨¯¥° ²³° «¼»¥ ·¨±«  ¡»«¨ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨ ¯°¨ ½²®¬ ¢«®¦¥¨¨.�®½²®¬³ ¥±«¨ n < m, ²®�(n) � �(m) = [< 0;m� n >] < 0. �� ¤ «¼¥©¸¥¬, ¤®¯³±ª ¿ ®¡»·³¾ ¢®«¼®±²¼, ¬» ®²®¦¤¥±²¢«¿¥¬ £¨¯¥° ²³° «¼-»¥ ·¨±«  ± ¨µ ®¡° § ¬¨, ²® ¥±²¼ ±·¨² ¥¬, ·²® �(n) = n ¤«¿ ¢±¥µ n 21N.�¥¬¬  4.3.3.z1 � z2 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¥ª®²®°®£® £¨¯¥° ²³° «¼®£® ·¨±« n z1 = z2 + n.� � � � � � � � � � � � � �.�³±²¼ z1 � z2. �®£¤  z1 � z2 � 0 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, z1 � z2 == [< n; 0 >] ¤«¿ ¥ª®²®°®£® £¨¯¥° ²³° «¼®£® n.�¡° ²®, ¥±«¨ z1 = z2 + n, ²® z1 � z2 = [< n; 0 >].�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¢¢¥¤¥®¥ ®²-®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª  «¨¥©®, ²® ¥±²¼ ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« z1 ¨ z2 «¨¡®z1 > z2, «¨¡® z1 < z2, «¨¡® z1 = z2. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.8.�®¤³«¥¬ ( ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨®©) £¨¯¥°¶¥«®£® ·¨±«  z  §®¢¥¬ ¬ ª±¨¬ «¼®¥¨§ ·¨±¥« z ¨ �z, ²® ¥±²¼ ¬®¤³«¼ £¨¯¥° ²³° «¼®£® (¯®«®¦¨²¥«¼®£®) ·¨±«  ±®¢¯ ¤ ¥²± ¨¬ ± ¬¨¬,   ¬®¤³«¼ ®²°¨¶ ²¥«¼®£® ° ¢¥ ¥¬³ ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¬³. �®¤³«¼ ·¨±« z ®¡®§ · ¥²±¿ jzj.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.9.�«¿ z 21Z ¯®«®¦¨¬ signz = 8><>: 1; ¥±«¨ z > 00; ¥±«¨ z = 0�1; ¥±«¨ z < 0 :�¨±«® signz  §®¢¥¬ § ª®¬ z.



78 ����� 4. �������� ��������¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.10.�°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« z1 ¨ z2  §®¢¥¬ ·¨±«®z1z2 = 8><>: 0; ¥±«¨ ®¤® ¨§ ·¨±¥« ° ¢® ³«¾,jz1jjz2j; ¥±«¨ ¤«¿ ¥³«¥¢»µ ·¨±¥« signz1 = signz2;�jz1jjz2j; ¥±«¨ ¤«¿ ¥³«¥¢»µ ·¨±¥« signz1 6= signz2:�¥¬¬  4.3.4.1. �«¿ «¾¡®£® £¨¯¥°¶¥«®£® ·¨±«  z = signzjzj.2. �«¿ «¾¡»µ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« z1; z2 ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³z1z2 = signz1signz2jz1jjz2j.3. �«¿ «¾¡®£® £¨¯¥°¶¥«®£® ·¨±«  z ±¯° ¢¥¤«¨¢® �z = �1z.� � � � � � � � � � � � � �. �·¥¢¨¤®. ��¥®°¥¬  4.3.3.�®¦¥±²¢®1Z ± ¢¢¥¤¥»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ¨ ®²®¸¥¨¥¬ ¯®°¿¤ª  ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥-«®±²»¬ ª®«¼¶®¬.� � � � � � � � � � � � � �.�®ª ¦¥¬,  ¯°¨¬¥°, ·²® ¢¢¥¤¥®¥ ³¬®¦¥¨¥ ¤¨±²°¨¡³²¨¢®(®±² «¼»¥ ±¢®©±²¢  ²°¨¢¨ «¼»). �¥©±²¢¨²¥«¼®,z1(z2 + z3) = signz1jz1jsign(z2 + z3)jz2 + z3j = signz1sign(z2 + z3)jz1jjz2 + z3j:� ±±¬®²°¨¬ ¯¿²¼ ±«³· ¥¢:1. �¤® ¨§ ·¨±¥« z2 ¨«¨ z3 ° ¢® ³«¾. �®£¤  jz2 + z3j = jz2j (z3 = 0) (±«³· ©jz2j = 0 ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿   «®£¨·®).�®£¤  jz1jjz2 + z3j = jz1jjz2j = jz1jjz2j+ jz1jjz3j; sign(z2 + z3) = signz2.2. z2 > 0; z3 > 0: ²®£¤  jz2j = z2; jz3j = z3 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²®½²® £¨¯¥° ²³° «¼»¥ ·¨±« . �¥¬ ± ¬»¬, ² ª ª ª jz1j 2 1N jz1jjz2 + z3j =jz1j(jz2j+ jz3j) = jz1jjz2j+ jz1jjz3j, ·²®, ®·¥¢¨¤®, ¤ ¥² ¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¼ ¢ ½²®¬±«³· ¥.3. z2 > 0; z3 < 0: ²®£¤  jz3j = �z3.(a) jz2j � jz3j. �®£¤  jz2 + z3j = z2 � z3 � 0 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, jz1jjz2 + z3j =jz1j(z2 � z3) = jz1jjz2j � jz1jz3 = jz1jjz2j+ jz1jjz3j.(b) jz2j � jz3j. �®£¤  jz2 + z3j = �z2 � z2. � «¥¥   «®£¨·®.4. z2 < 0; z3 > 0: ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿   «®£¨·® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³.5. z2 < 0; z3 < 0: ° ±¬ ²°¨¢ ¥²±¿   «®£¨·® ±«³· ¾ 2.�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« ° ¢® ³«¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  ®¤® ¨§ ¨µ ° ¢® ³«¾.�³±²¼ z1z2 = 0. �®£¤  signz1signz2jz1jjz2j = 0. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® z1 6= 0. �®£¤ signz1 6= 0. �±«¨ signz2 = 0, ²® z2 = 0 ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®. �³±²¼signz2 6= 0.



4.3. ����� � ���������� ����� 79�³±²¼ ± · «  signz1 > 0. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢®§¬®¦®, ·²® signz2 > 0, ® ²®£¤  ¬»¨¬¥¥¬ ³«¥¢®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥  ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ¯®½²®¬³ jz2j = 0. �±«¨ ¦¥ signz2 < 0,²® ·¨±«® �signz1signz2jz1jjz2j ¿¢«¿¥²±¿ £¨¯¥° ²³° «¼»¬ ¨ ° ¢® ³«¾, ±«¥¤®¢ ²¥«¼-®, ±®¢  jz2j = 0. � ®¡®¨µ ±«³· ¿µ z2 = 0.� «®£¨·® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ±«³· ©, ª®£¤  signz1 < 0.� «¼¥©¸¨¥ ¤¥² «¨ ¯°¥¤®±² ¢«¿¾²±¿ ·¨² ²¥«¾. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.3.11.�¨¯¥°¶¥«®¥ ·¨±«® z  §®¢¥¬ ª®¥·»¬, ¥±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®£®  ²³° «¼®£® ·¨±« n ¡³¤¥² jzj < n.�¥®°¥¬  4.3.4.�«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« z1; z2 ±¯° ¢¥¤«¨¢®jz1 + z2j � jz1j+ jz2j; jz1z2j = jz1jjz2j:� � � � � � � � � � � � � �.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ±«³· ¿: 1. signz1 = signz2 ¨ 2. signz1 = �signz2.� ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¬®¤³«¿ jzkj = �zk ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, jz1j+ jz2j =�z1 + �z2 = �(z1 + z2) = jz1 + z2j, ² ª ª ª ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ § ª ±³¬¬» ±®¢¯ ¤ ¥²,®·¥¢¨¤®, ±® § ª®¬ ±« £ ¥¬»µ.� ±«³· ¥, ª®£¤  z1 ¨ z2 ¨¬¥¾² ° §»¥ § ª¨, ¥ ³¬ «¿¿ ®¡¹®±²¨ ¨¬¥¥¬ jz1j =z1; jz2j = �z2. �³¤¥¬ ² ª¦¥ ±·¨² ²¼, ·²® jz1j � jz2j. �®£¤  ¿±®, ·²® z1 + z2 � 0 ¨,±«¥¤®¢ ²¥«¼®, jz1j+jz2j = z1�z2; jz1+z2j = �z2�z1. � «¥¥ ¨¬¥¥¬ jz1+z2j�(jz1j+jz2j =�z2 � z1 � (�z2 + z1) = �2z1 � 0, ²® ¥±²¼ jz1 + z2j � jz1j+ jz2j, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.� «®£¨·® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¨ ¢²®°®¥ ±¢®©±²¢®. ��¥®°¥¬  4.3.5.�³¹¥±²¢³¥² ¯®¤ª®«¼¶® Z ª®«¼¶  1Z, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿  °µ¨¬¥¤®¢»¬ ³¯®°¿¤®·¥»¬¶¥«®±²»¬ ª®«¼¶®¬ { ª®«¼¶®¬ ¶¥«»µ ·¨±¥«.� � � � � � � � � � � � � �.� ±±¬®²°¨¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ Z ¬®¦¥±²¢® ª®¥·»µ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥«. �®¢¥°¸¥®®·¥¢¨¤®, ·²® ½²® ¬®¦¥±²¢® ¯®«³· ¥²±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ±¨¬¬¥²°¨§ ¶¨¨ ¬®¦¥±²¢  ¢±¥µª®¥·»µ £¨¯¥° ²³° «¼»µ, ²® ¥±²¼  ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ²® ¥±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ª®«¼¶®¬¶¥«»µ ·¨±¥«. �� ¬¥· ¨¥. � ¬®¦¥±²¢¥ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« ®¯¥° ¶¨¿ ³¬®¦¥¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢¢¥-¤¥  ¯° ¢¨«®¬: [< n1m2 >][< n2;m2 >] == [< n1n2 +m1m2;m1n2 + n1m2 >]. �°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ½²® ³¬®-¦¥¨¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¢¢¥¤¥»¬  ¬¨.�¥®°¥¬  4.3.6.�«®¦¥¨¥ � ±®µ° ¿¥² ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥.� � � � � � � � � � � � � �.�¬¥¥¬ �(n)�(m) = [< n; 0 >][< m; 0 >] = j[< n; 0 >]jj[< m; 0 >]j = [< n; 0 >][<m; 0 >] = [< nm; 0 >] = �(nm). ��¥®°¥¬  4.3.7.�³¦¥¨¥ �   ¬®¦¥±²¢®  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¬®°´»¬ ¢«®¦¥¨¥¬¬®¦¥±²¢  N ¢ Z.



80 ����� 4. �������� �������� � � � � � � � � � � � � �. �°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾. ��¥®°¥¬  4.3.8.�®«¼¶®1Z ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³ª¶¨©, ¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥-¨¥ ¢ ª®«¼¶¥ Z, ¯® ¥ª®²®°®© ¬¥°¥ �°¥¸¥. �°¨ ½²®¬ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯°¨¶¨¯ ¯¥°¥®± .� � � � � � � � � � � � � �.�»¸¥ (4.3.5) ³¦¥ ®²¬¥·¥®, ·²® Z ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ N ¢ °¥§³«¼² ²¥ ±¨¬¬¥²°¨§ ¶¨¨.� ª ª ª1Z ¯®«³· ¥²±¿ ²¥¬ ¦¥ ¯°®¶¥±±®¬ ¨§1N, ª®²®°®¥ ¥±²¼ °¥§³«¼² ² ´ ª²®°¨-§ ¶¨¨ ¬®¦¥±²¢  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ¯® ¥ª®²®°®© ¬¥°¥ �°¥¸¥(¯°®±²° ±²¢® ¨§¬¥°¨¬»µ  ²³° «¼®§ ·»µ ´³ª¶¨©), ²®, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ¯ °»< m;n > £¨¯¥° ²³° «¼»µ ·¨±¥«, ¬» ° ±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¯ °» ´³ª¶¨©< (n0; n1; n2; : : :); (m0;m2;m2; : : :) > :�¢®¤¿ ®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨, ±¨¬¬¥²°¨§³¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢® 1N, ¬» ±¨¬¬¥-²°¨§³¥¬ ¬®¦¥±²¢® ´³ª¶¨©. �®·¥¥, «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼ (³¯° ¦¥¨¥), ·²® < n;m >��< k; l > ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ s < ns;ms >�<ks; ls >, ·²® ´ ª²¨·¥±ª¨ ¨ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, ¨¡® ±®£« ±® ½²®¬³ ¯ °»  -²³° «¼»µ ·¨±¥« ®¡° §³¾² ¬®¦¥±²¢® ª®¥·»µ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥«. �¥©±²¢¨²¥«¼®,¥±«¨ < k; 0 >2 N � N, ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ £¨¯¥°¶¥«®¥ ·¨±«® ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ²³° «¼®¥ ·¨±«® k. ��°¨¶¨¯ ¯¥°¥®±  ¯®«³· ¥²±¿  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¯¥°¥®±  ¤«¿ £¨¯¥° -²³° «¼»µ ·¨±¥«. �¨¦¥ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ®¡¹¨© ¯°¨¶¨¯ ¯¥°¥®± , ®µ¢ ²»¢ ¾¹¨© ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¯¥°¥®±»  ¸¥£® ¨§«®¦¥¨¿,   ¯®ª  ¯°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¤®ª § ²¼ ¯°¨-¶¨¯ ¯¥°¥®±  ¢ ª ¦¤®¬ ±«³· ¥ ± ¬®±²®¿²¥«¼®.x4.4. � ¶¨® «¼»¥ ·¨±« � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥, ±«¥¤³¿ ®¡»·®© ¯°®¶¥¤³°¥ ¯®±²°®¥¨¿ ¯®«¿ (²¥« ) ®²®¸¥¨©,¬» ¯®±²°®¨¬ ¯®«¥ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«,   ¯®«¥ ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« ¯®«³·¨²±¿ª ª ¯®¤¯®«¥ ª®«¼¶  ª®¥·»µ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.4.1.�  ¬®¦¥±²¢¥1Z�1N n f0g ¢¢¥¤¥¬ ®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨: < u; v >�<u1; v1 > ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  uv1 = vu1.� ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¤«¿ ·¨² ²¥«¿ ¯°¥¤« £ ¥²±¿�¥¬¬  4.4.1.�¢¥¤¥®¥ ®²®¸¥¨¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.4.2.�®¦¥±²¢®1Q ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨1Z�1N n f0g ¯® ¢¢¥¤¥®¬³ ®²®¸¥¨¾ §®¢¥¬ ¬®¦¥±²¢®¬ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦¥±²¢® 1Q { ½²® ¬®¦¥±²¢® ¯ ° (²®·¥¥, ª« ±±®¢ ¯ °) ¢¨¤ q = [< u; v >], £¤¥ u 21Z; v 21N n f0g.



4.4. ������������ ����� 81�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.4.3.�¯°¥¤¥«¨¬ ±³¬¬³ ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« ¯° ¢¨« ¬¨:q1 + q2 = [< u1v2 + u2v1; v1v2 >];q1q2 = [< u1u2; v1v2 >]:�¥®°¥¬  4.4.1.�¢¥¤¥»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¥ § ¢¨±¿² ®² ¢»¡®°  ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ -«¥²®±²¨, ²® ¥±²¼ ¥±«¨< u01; v01 >�< u1; v1 >; < u02; v02 >�< u2; V2 >;²® < u01v02 + u02v01; v01v02 >�< u1v2 + u2v1; v1v2 >¨ < u01u02; v01v02 >�< u1u2; v1v2 > :� � � � � � � � � � � � � �.�¬¥¥¬ u01v1 = v01u1; u02v2 = v02u2. �®£¤ (u01v02 + u02v01)v1v2 = u01v02v1v2 + u02v01v1v2 == v01u1v02v2 + v02u2v01v1 = v01v02(u1v2 + u2v1):� «®£¨·® ¯°®¢®¤¨²±¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¨ ¤«¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.4.4.�³¤¥¬ ±·¨² ²¼ £¨¯¥°° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«® q = [< u; v >] ¯®«®¦¨²¥«¼»¬, ¥±«¨u � 0. �²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª  ¢¢¥¤¥¬ ¯® ¯° ¢¨«³: p � q ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ p� q � 0.�¥®°¥¬  4.4.2.� ¢¢¥¤¥»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ¨ ®²®¸¥¨¥¬ ¯®°¿¤ª  ¬®¦¥±²¢®1Q ¿¢«¿¥²±¿ ³¯®-°¿¤®·¥»¬ ¯®«¥¬, ±®¤¥°¦ ¹¨¬ ¯®¤ª®«¼¶®1Z.� � � � � � � � � � � � � �.�®ª ¦¥¬, ª ¯°¨¬¥°³, § ª® ¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¨. �¬¥¥¬ r(p+ q) = [< u; v >]��([< x; y >] + [< z;w >]) = [< u; v >][< xw + yz; yw >] = [< u(xw + yz); vyw >] == [< uxw + uyz; vyw >]. � ¤°³£®© ±²®°®»rp+ rq = [< u; v >][< x; y >] + [< u; v >][< z;w >] = [< ux; vy >]++[< uz; vw >] = [< uxvw + vyuz; vyvw >] = [< v(xuw + yuz); vvyw >] == [< xuw+ yuz; vyw >]. �» ¯®«¼§³¥¬±¿ § ª® ¬¨ ¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¨,  ±±®¶¨ ²¨¢-®±²¨ ¨ ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨, ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬¨ ¤«¿ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥«,   ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¥-¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯ °.�°®¢¥°¨¬, ·²® ¥±«¨ p; q > 0, ²® ¨ p + q > 0. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾p = [< u; v >]; q = [< z;w >] ¨ u; z > 0. �¬¥¥¬ p + q = [< uw + vz; zw >]. � ªª ª ±³¬¬  ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼»µ £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥« ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼ , ®²±¾¤ § ª«¾· ¥¬, ·²® p+ q > 0.



82 ����� 4. �������� ��������°®¢¥°¨¬, ·²® «¾¡»¥ ¤¢  £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±«  ±° ¢¨¬». �¬¥¥¬ ¤«¿ p; q 21Q p � q = [< uw � zv; vw >]. � ª ª ª z;w 2 1N,   uw � zv 2 1Z, ¬» ¬®¦¥¬®¯°¥¤¥«¨²¼ § ª ° §®±²¨ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª ª®¥ ¨§ ·¨±¥« ¡®«¼¸¥.� ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾ �, ®¯°¥¤¥«¥³¾   ¬®¦¥±²¢¥1Z ¯° ¢¨«®¬�(m) = [< m; 1 >]. �®ª ¦¥¬, ·²® ´³ª¶¨¿ � ¿¢«¿¥²±¿ ¬®®¬®°´¨§¬®¬ ª®«¼¶ 1Z ¢ª®«¼¶®1Q. �¥©±²¢¨²¥«¼®, �(m+ n) == [< m; 1 >] + [< n; 1 >] = [< m1 + n1; 1 >] = �(m) + �(n). � «®£¨·® �(mn) =�(m)�(n).�¯°¥¤¥«¨¬ 0 = [< 0; 1 >]; 1 = [< 1; 1 >]. �¥£ª® ¯®¿²¼ (¯°®¢¥°¼²¥!), ·²® ¢¢¥-¤¥»¥ ·¨±«  ¿¢«¿¾²±¿ ¥©²° «¼»¬¨ ®²®±¨²¥«¼® ¢¢¥¤¥»µ ®¯¥° ¶¨© ±«®¦¥¨¿ ¨³¬®¦¥¨¿ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«. �®ª ¦¥¬, ·²® ¥±«¨ �(m) = 0, ²® ¨ m = 0. �¥©-±²¢¨²¥«¼®, ¨¬¥¥¬ [< m; 1 >] = [< 0; 1 >]. �® ²®£¤  m1 = 0 ¨, ² ª ª ª ¬®¦¥±²¢®1Z¿¢«¿¥²±¿ ¶¥«®±²»¬ ª®«¼¶®¬, m = 0.�±®, ·²® ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¬ ·¨±«®¬ ª ·¨±«³ [< u; v >] ¡³¤¥² ·¨±«® [< �u; v >] ¨,±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¦¥±²¢® £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¿¢«¿¥²±¿ ª®«¼¶®¬{ ¯°®¢¥°¼²¥ ®±² «¼»¥ ±¢®©±²¢ !�·¥¢¨¤®, ·²® ®«¼ ¨ ¥¤¨¨¶  ¢1Q ®¯°¥¤¥«¥» ² ª, ·²®¡» ¢»¯®«¿«®±¼ �(0) =0; �(1) = 1.�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« ®¡° §³¥² ¯®«¥. �³±²¼p 6= 0. �®£¤  p = [< u; v >] ¨ u; v 6= 0. �®«®¦¨¬ p�1 = [< v; u >]. �®£¤  pp�1 = [<uv; vu >] = [< 1; 1 >] = 1.�¡®§ ·¨¬ jpj = [< juj; v >]. �¥ª®¬¥¤³¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¯°®¢¥°¨²¼ ¢±¥ ±¢®©±²¢  ¬®-¤³«¿. �� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ³¯®°¿¤®·¥®¥ ª®«¼¶® £¨¯¥°¶¥«»µ ·¨±¥«¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ª®«¼¶®¬ ¯®«¿ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«. �®¯³±ª ¿ ®¡»·³¾ ¢®«¼®±²¼,¬» ®²®¦¤¥±²¢«¿¥¬ £¨¯¥°¶¥«»¥ ·¨±«  ± ¨µ �-®¡° § ¬¨,   ¢¢¥¤¥»¥ ®«¼ ¨ ¥¤¨¨¶³®¡®§ · ¥¬ ®¡»·»¬¨ ±¨¬¢®« ¬¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.4.5.�¨¯¥°° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«® p  §®¢¥¬ ª®¥·»¬, ¥±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®£®  ²³° «¼-®£® ·¨±«  n jpj � n.�¥®°¥¬  4.4.3.� ¯®«¥1Q ±³¹¥±²¢³¾² ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ·¨±« .� � � � � � � � � � � � � �.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª ª ª1N �1Z�1Q, ¥±«¨ N { ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®¥  ²³° «¼®¥·¨±«®, ²® N 6= 0 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±³¹¥±²¢³¥² ·¨±«® N�1 21Q. �¥£ª® ¯®¿²¼, ·²® ®®¡¥±ª®¥·® ¬ «®. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.4.6.�®¦¥±²¢® ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ·¨±¥« ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ I.� ª¨¬ ®¡° §®¬, I = �x 21Q : 8n 2 N n f0gjxj < 1n	.�®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬» ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾ (±°. 2.3.1).�¥®°¥¬  4.4.4.�«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ·¨±¥« x; y ¨ «¾¡®£® ª®¥·®£® ·¨±«  p 21Q



4.4. ������������ ����� 831. x� y 2 I2. xp 2 I � � � �� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¯®«¥ ®²®¸¥¨© ª®«¼¶  ¶¥«»µ ·¨±¥«. �¡®§ ·¨¬ ¥£® ·¥°¥§ Q.�¥²°³¤® ¯®¿²¼, ·²® Q = f[< m;n >] : m 2 Z; n 2 N n f0gg ;£¤¥ ª« ±±» ¯ ° ¡¥°³²±¿ ¯® ®²®¸¥¨¾ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨, ¢¢¥¤¥®¬³ ² ª ¦¥, ª ª ¢ 4.4.1  ¬®¦¥±²¢¥ Z� N n f0g.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.4.7.�®¦¥±²¢® Q  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®¬ ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«.� ª ª ª ª ¦¤»© ½«¥¬¥² u 21Z¿¢«¿¥²±¿ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯® ¬¥°¥�°¥¸¥ ´³ª¶¨¥© N �! Z, ²® ®·¥¢¨¤®, ·²® ¢±¿ª ¿ ¯ °  ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, £¨¯¥°¶¥«®¥·¨±«® [< u; v >] ¿¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¥© N �! Z� N n f0g.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¿ª®¥ £¨¯¥°° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ± ²®·®±²¼¾ ¤®ª« ±±  ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯® ¬¥°¥ �°¥¸¥ ¥ª®²®°®© ´³ª¶¨¥© N �! Q. �¥¬ ± ¬»¬¤®ª §  �¥®°¥¬  4.4.5.�®«¥ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³ª¶¨©N �! Q, ²® ¥±²¼ ³«¼²° ±²¥¯¥¼¾ ¯®«¿ ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«. �®«¥¥ ²®£®, ®·¥¢¨¤®,·²® ¢±¿ª®¥ ° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«® ª®¥·® (¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®¦¥±²¢³ ª®¥·»µ £¨¯¥°-° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«).�¥®°¥¬  4.4.6.�«¿ ¯®«¥© Q ¨1Q ±¯° ¢¥¤«¨¢ ¯°¨¶¨¯ ¯¥°¥®± .� � � � � � � � � � � � � �.� ±±¬ ²°¨¢ ¿ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»¥ ·¨±«  ª ª ´³ª¶¨¨ (²®·¥¥ ¨µ ª« ±±») ¨§ N ¢Q, ¨¬¥¥¬ p � 0 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ k pk � 0.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª ª ª pk = [< uk; vk >], £¤¥ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k uk 2 Z;vk 2 N, ²®pk � 0 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  uk � 0. � «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® p = q ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k 2 N pk = qk.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ p; q 21Q. �®£¤  p+ q = [< u; v >] + [< z;w >] =[< uw + vz; vw >], £¤¥ u; z 2 Z; v; w 2 N n f0g.� ¤°³£®© ±²®°®», u; v; z;w ¿¢«¿¾²±¿ ª« ±± ¬¨ ´³ª¶¨© ¨§ N ¢ Z. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,(p + q)k = [< ukwk + vkzk; vkwk >] ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ k. � ª¨¬ ®¡° §®¬,(p+ q)k = pk + qk ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k. � «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® (pq)k = pkqk.�§ ¤®ª § ®£® ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²® ¢±¿ª®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥, ±´®°¬³«¨°®¢ ®¥ ¢ ²¥°-¬¨ µ ° ¢¥±²¢ ¨ ¥° ¢¥±²¢, ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨© ® ° ¶¨®- «¼»µ ·¨±« µ ° ¢®±¨«¼® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ ³²¢¥°¦¤¥¨¾ ® £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ·¨±« µ, ·²® ¨ ¥±²¼ ±®¤¥°¦ ¨¥ ¯°¨¶¨¯  ¯¥°¥®± . �¥² «¨ ¯°¥¤®±² ¢«¿¾²±¿ ·¨² ²¥-«¾. �



84 ����� 4. �������� ��������¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.4.8.�«¿ ¤¢³µ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« p ¨ q ¯®«®¦¨¬ p � q, ¥±«¨ jp � qj 2 I. � ª¨¥¤¢  ·¨±«   §®¢¥¬ ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨¬¨.�¥¬¬  4.4.2.�²®¸¥¨¥ ¡¥±ª®¥·®© ¡«¨§®±²¨ ¥±²¼ ®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨   ¬®¦¥±²¢¥¢±¥µ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«.� � � � � � � � � � � � � �.�±¯®«¼§³¿ ²¥®°¥¬³ 4.4.4, «¥£ª® ³¢¨¤¥²¼, ·²® ¥±«¨ p� q 2 I, q � r 2 I, ²® ¨ p� r =(p � q) + (q � r) 2 I, ²® ¥±²¼ ¨§ p � p; q � r ±«¥¤³¥², ·²® p � r. �±² «¼»¥ ±¢®©±²¢ ®·¥¢¨¤». �� ¬¥· ¨¥. � ª ¿¢±²¢³¥² ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬», ¬®¦¥±²¢® I ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¬®-¦¥±²¢®¬ f" : " � 0g.�¥®°¥¬  4.4.7.�¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ª®¥·»µ ·¨±¥« ·¥°¥§ F . �®£¤ 1. Q � F2. F { ¯®¤ª®«¼¶® ¯®«¿ 1Q3. I { ¨¤¥ « ª®«¼¶  F� � � � � � � � � � � � � �.�¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®·¥¢¨¤®. �®ª ¦¥¬, ·²®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¥ ¢»¢®-¤¿² ¨§ ¬®¦¥±²¢  ª®¥·»µ ·¨±¥«. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ¬®¤³«¿, ¯®«³-· ¥¬, ·²® ¤«¿ ª®¥·»µ ·¨±¥« p; q 21Q jp+ qj � jpj+ jqj � n+m, £¤¥ n;m 2 N ² ª®¢»,·²® jpj � n; jqj � m. � «®£¨·® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¥·»µ ·¨±¥« ª®¥·®. �·¥¢¨¤®,·²® ®«¼ ¨ ¥¤¨¨¶  ¯® ± ¬®¬³ ±¢®¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¿¢«¿¾²±¿ ª®¥·»¬¨ ·¨±« ¬¨.�¥®°¥¬  4.4.4 ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¬®¦¥±²¢® ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬ ¢I. �x4.5. �¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« �¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.5.1.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ R { ´ ª²®°ª®«¼¶® ª®«¼¶  F ¯® ¨¤¥ «³ I, ²®·¥¥ R { ¬®¦¥±²¢®ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¬®¦¥±²¢  ª®¥·»µ ·¨±¥« ¯® ®²®¸¥¨¾ ¡¥±ª®¥·®© ¡«¨-§®±²¨, ¨«¨ R = f[q] : q 2 Fg = fr = q+ I : q 2 Fg. �®¦¥±²¢® R  §®¢¥¬ ¬®¦¥±²¢®¬¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.�·¥¢¨¤  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ , ¢ ª®²®°®© ·¨² ²¥«¼, § ª®¬»© ± ²¥®°¨¥© ¢¥¹¥-±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¡¥§ ²°³¤  ³§ ¥² ²¥®°¥¬³ ® ¯«®²®±²¨ ¬®¦¥±²¢  ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«¢ ¬®¦¥±²¢¥ ¢¥¹¥±²¢¥»µ.�¥®°¥¬  4.5.1.�«¿ «¾¡®£® ¢¥¹¥±²¢¥®£® ·¨±«  x ±³¹¥±²¢³¥² ª®¥·®¥ £¨¯¥°° ¶¨® «¼®¥ ·¨-±«® px ² ª®¥, ·²® x = px + � ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® �.4 �4�²¥°¥±®¥ ¯°¨¬¥¥¨¥ ½²®£® °¥§³«¼² ²  ª ¢¥¹¥±²¢¥®¬³   «¨§³ ¨¬¥¥²±¿ ¢ [13]¯°¨«®¦¥¨¥ 1.



4.5. ������������ ����� 85�¥«¼¾ ½²®£® ¯ ° £° ´  ¡³¤¥² ¤®ª § ²¼, ·²® ² ª ¢¢¥¤¥®¥ ¯®«¥ ¢¥¹¥±²¢¥»µ·¨±¥« ¿¢«¿¥²±¿ "®¡»·»¬" ¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«. �«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·®¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ± ¥±²¥±²¢¥»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ¨ ®²®¸¥¨¥¬ ¯®°¿¤ª  ¬®¦¥±²¢® R ¿¢«¿-¥²±¿ ³¯®°¿¤®·¥»¬ ¯®«¥¬, ¢ ª®²®°®¬ ¢±¿ª®¥ ¥¯³±²®¥ ®£° ¨·¥®¥ ±¢¥°µ³ ¯®¤¬®-¦¥±²¢® ¨¬¥¥² ¢¥°µ¾¾ £° ¼ (supremum). �®£¤  ¨§ ¨§¢¥±²®£® ´ ª²  ¥¤¨±²¢¥®±²¨² ª®£® ¯®«¿ (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¨§®¬®°´¨§¬ ) ±«¥¤³¥², ·²® ¯®±²°®¥®¥ ¯®«¥ ¨§®¬®°´®¤¥¤¥ª¨¤®¢³ ¯®¯®«¥¨¾ ¯®«¿ ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«.�«¿ ·¨² ²¥«¿, § ª®¬®£® ± ²¥®°¨¥© ¯®«¥© (ª®«¥¶), ±ª ¦¥¬, ·²®  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥®¯¥° ¶¨¨ ¨ ¯®°¿¤®ª ¢ R ¨¤³¶¨°³¾²±¿ ¨§ ª®«¼¶  F ¢ ´ ª²®°ª®«¼¶® ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥´ ª²®°ª®«¼¶® ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¥¬, ·²® ¡³¤¥² ¤®ª § ® ¨¦¥, µ®²¿ ¨ ±«¥¤³¥² ¨§ ®¡¹¥©²¥®°¨¨. �», ®¤ ª®, ¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ³ ·¨² ²¥«¿ § ª®¬±²¢® ± ®¡¹¥© ²¥®°¨¥©, ¯®½²®¬³¯°¥¤« £ ¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¨ ®²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª  ¯°¨¿²¼ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.5.2.�¯°¥¤¥«¨¬ ¤«¿ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« x; y ±³¬¬³ ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯° ¢¨«®¬: x +y =[px + py] =px + py + I, xy = [pxpy] = pxpy + I.�¥®°¥¬  4.5.2.� ¢¢¥¤¥»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ¬®¦¥±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¥¬, ²®¥±²¼ ®¯¥° ¶¨¨ ®¡« ¤ ¾² ®¡»·»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨, ¯°¨±³¹¨¬¨  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¬ ®¯¥-° ¶¨¿¬  ¤ ·¨±« ¬¨. �°¨ ½²®¬ ±³¹¥±²¢³¥² ¬®®¬®°´¨§¬ (¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥®²®¡° ¦¥¨¥, ±®µ° ¿¾¹¥¥  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨) ¯®«¿ Q ¢ R.� � � � � � � � � � � � � �.1. � · «  ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« p ¨ q ¥±«¨p0 � p; q0 � q, ²® p+ p0 � q + q0.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª ª ª p0 = p+�; q0 = q+�, £¤¥ �; � � 0, p0+q0 = p+q+�+� =p+ q + , £¤¥  � 0. �²±¾¤  ±° §³ ¯®«³· ¥²±¿, ·²® ±³¬¬  ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«®¯°¥¤¥«¥  ª®°°¥ª²®.2. � «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ª®°°¥ª²®±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥-»µ ·¨±¥«.3. �³«¥¬ ¨ ¥¤¨¨¶¥© ¢ R ±«³¦ ², ®·¥¢¨¤®, ·¨±«  1 + I = 1 ¨ 0 + I = 0. �¥£ª®¢¨¤¥²¼, ·²® ®¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¥©²° «¼»¬¨ ½«¥¬¥² ¬¨ ®²®±¨²¥«¼® ¢¢¥¤¥»µ®¯¥° ¶¨© ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿.4. �«¿ ¢¢¥¤¥»µ ®¯¥° ¶¨© ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¢±¥ ±¢®©±²¢   °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©.(a) �«¿ «¾¡»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« x; y ±¯° ¢¥¤«¨¢®x+ y = y + x.(b) �«¿ «¾¡»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« x; y; z ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® x+(y+ z) =(x+ y) + z.(c) 8x(x+ 0 = x).(d) 8x9 (�x)(x+ (�x) = 0).(e) �«¿ «¾¡»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« x; y xy = yx.



86 ����� 4. �������� �������(f) �«¿ «¾¡»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« x; y; z x(yz) = (xy)z.(g) 8x(x1 = x).(h) 8x 6= 09x�1(xx�1 = 1).(i) �«¿ «¾¡»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« x; y; z ±¯° ¢¥¤«¨¢® x(y + z) = xy + xz.�» ¯°®¢¥°¨¬ § ª® ¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¨, ®±² ¢«¿¿ ·¨² ²¥«¾ ¯°®¢¥°ª³ ¤°³£¨µ±¢®©±²¢. �² ª, ¯³±²¼ x; y; z 2 R. � ±±¬®²°¨¬ �; �;  2 I ² ª¨¥, ·²® x =px + �; y = py + �; z = pz + . �®£¤  x(y + z) = (px + �)((py + �) + (pz + )) =(px+�)(py + pz + �) = px(py + pz)+ px�+�(py + pz). �¤¥±¼ ¬» ¯®«¼§³¥¬±¿ ±¢®©-±²¢ ¬¨ ®¯¥° ¶¨©  ¤ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»¬¨ ·¨±« ¬¨ ¨ ²¥¬ ´ ª²®¬, ·²® � � 0ª ª ±³¬¬  ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ. � «¥¥, ² ª ª ª ·¨±«  px; py; pz ª®¥·», ·¨±« �(py + pz) ¨ px� ¡¥±ª®¥·® ¬ «», x(y + z) = px(py + pz) + �, £¤¥ � � 0. � ª¨¬®¡° §®¬, x(y + z) = pxpy + pxpz + �.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ xy+xz = (px+�)(py +�)+ (px+�)(pz + ). � ±±³¦¤ ¿ ª ª¨ ¢»¸¥, ¯®«³·¨¬xy + xz = pxpy + �1 + pxpz + �2 = pxpy + pxpz + �1:� ª ª ª � ¨ �1 ¡¥±ª®¥·® ¬ «», ²® x(y + z) � xy + xz, ²® ¥±²¼ ®¯°¥¤¥«¿¾²®¤¨ ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨, ²® ¥±²¼ ®¤® ¨ ²® ¦¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®. �»¬¨±«®¢ ¬¨, x(y + z) = xy + xz.5. �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® R ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¥¬. �«¿ ½²®£® ° ±±¬®²°¨¬ ¥¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ ª®¥·®¥ ·¨±«® p ¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ·¨±«® p�1 ² ª¦¥ ª®¥·®.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ±·¨² ¿, ¥ ³¬ «¿¿ ®¡¹®±²¨, ·¨±«® p ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ ¨ ¯°¥¤-¯®«®¦¨¢, ·²® p�1 ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®¥·»¬, ¯®«³·¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¥³«¥¢®£® ²³° «¼®£® ·¨±«  n ·¨±«® 1p > n. �²±¾¤ , ¨±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ¥° ¢¥±²¢,¯®«³·¨¬, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ n 2 N ·¨±«® p < 1n , ²® ¥±²¼ ·¨±«® p ¡¥±ª®¥·® ¬ «®.�±¯®«¼§³¿ ²¥¯¥°¼ ¤®ª § »© ´ ª², ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¿ª¨© ¥³«¥¢®© ½«¥¬¥²¯®«¿ R ¨¬¥¥² ®¡° ²»©.�³±²¼ x = px + � 2 R n f0g. �®£¤ 1x = 1px + � = 1px �1 + �px � = p�1x �1 + �px��1 = p�1x + �;£¤¥ � � 0.�¬¥¥¬ x(p�1x + �) = (px + �)(p�1x + �) = pxp�1x +  = 1 + . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¸«¨ ·¨±«®, ®¡° ²®¥ ª x.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ § ¢¥°¸¨²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, ¯®±²°®¨¢ ¥±²¥±²¢¥³¾ ¯°®¥ª-¶¨¾ � : F �! R ¨ ¤®ª § ¢, ·²® ®  ±®µ° ¿¥²  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¨ ¥©²° «¼»¥½«¥¬¥²». ��¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ®²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª  ¢ ¬®¦¥±²¢¥ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«. �«¿ ½²®£®¤®ª ¦¥¬ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥¬¬  4.5.1.



4.5. ������������ ����� 87�³±²¼ p ¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®¥ £¨¯¥°° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«® ¨ � � 0. �®£¤  p > 0 ¢ ²®¬¨ ²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  p+ � > 0.� � � � � � � � � � � � � �.�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 4.4.5 ¨ ¯°¨¶¨¯³ ¯¥°¥®± , ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ ²³° «¼»µ k pk > 0; � 1n < �k < 1n ¤«¿ «¾¡®£® ¥³«¥¢®£®  ²³° «¼®£® n.�¬¥¥¬ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k pk > 0�k < 1n :�«¥¤®¢ ²¥«¼®, pk��k > � 1n . � ¤°³£®© ±²®°®», �k > � 1n . �®£¤  pk+�k > � 1n .� ª¨¬ ®¡° §®¬, 2pk > � 2n ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, 0 > pk > � 1n , ¨«¨, 0 < �pk < � 1n , ²®¥±²¼ p � 0.�®±² ²®·®±²¼. �±«¨ p � 0, ²®, ² ª ª ª ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k 2 N ¨ «¾¡®£®  ²³° «¼-®£® n 6= 0 ¡³¤¥² � 1n < �k < 1n ¨ pk � 0, ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ k 2 N pk + �k � 1n .�²±¾¤ 0 < p + � � 1n ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ·¨±«® p + � ¡¥±ª®¥·® ¬ «®. �¥¯¥°¼ ³¦¥ «¥£ª®¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¨ p � 0. ��¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.5.3.�«¿ x; y 2 R ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® x ¡®«¼¸¥ y, ¥±«¨ px � py. �¡®§ · ¥¬ ½²®®²®¸¥¨¥ ª ª ®¡»·® x � y.�°¥¤« £ ¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥:�¥¬¬  4.5.2.�¢¥¤¥®¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ 4.5.3 ®²®¸¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ «¨¥©®£® ¯®°¿¤ª   ¬®¦¥±²¢¥ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¨ x � y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  x� y � 0. ��¥®°¥¬  4.5.3.�®«¥ R ¿¢«¿¥²±¿ ³¯®°¿¤®·¥»¬ ¯®«¥¬.� � � � � � � � � � � � � �.�°®¢¥°¨¬, ·²® ¥±«¨ x; y > 0, ²® ¨ x+y > 0. �¥©±²¢¨²¥«¼®, x+y = px+�+py+� =px + py + . � ª ª ª ¢ ¯®«¥1Q px + py > 0, ²® ¨ x+ y > 0 ±®£« ±® «¥¬¬¥ 4.5.1.� «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¨ ²®, ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ·¨±¥«±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®. � ¢¥°¸¨²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¥², ±®±« ¢¸¨±¼   «¥¬¬³ 4.5.2.� � ±«¥¤³¾¹¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¨, ¨§¿¹®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ª®²®°®£® «¾¡¥§® ±®®¡¹¨« ¢²®°³ ¯°®´¥±±®° �. �. �«¥ª±¾ª, ·¨² ²¥«¼ ¡¥§ ²°³¤  ³§ ¥² ²¥®°¥¬³ ® ´³¤ ¬¥² «¼-®±²¨ ¢®§° ±² ¾¹¥© ¨ ®£° ¨·¥®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«. �®«¥¥£«³¡®ª¨©   «¨§ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ²¥®°¥¬  ®±µ®¤¨¬®±²¨ ¬®®²®®© ¨ ®£° ¨·¥®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.�¥®°¥¬  4.5.4.�³±²¼ Q = fqn : n 21Ng ¥ª®²®°®¥ ¬®¦¥±²¢® £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«, ¨ ¤«¿¢±¥µ n 21N ¨¬¥¥¬ qn+1 � qn. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® n 21N ±¯° ¢¥¤«¨¢®qn �M ¤«¿ ¥ª®²®°®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  M > 0.�®£¤  ¯°¨ «¾¡»µ m;n 21N n N ¡³¤¥² qn � qm.� ¬¥· ¨¥. �°¥¦¤¥ ·¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼ ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥, ¯°®ª®¬¬¥²¨°³¥¬ ¥£®.� ª²¨·¥±ª¨ § ª«¾·¥¨¥ ²¥®°¥¬» ®§ · ¥², ·²® ¢±¥ ·¨±«  ¨§ ¬®¦¥±²¢  Q ± ¡¥±ª®-



88 ����� 4. �������� �������¥·»¬¨ ®¬¥° ¬¨ ®¯°¥¤¥«¿¾² ®¤® ¥¤¨±²¢¥®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®. �®·® ² ª ¦¥®¡±²®¨² ¤¥«® ¨ ¢ ±«³· ¥ £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ®¤ ª® ² ¬ ¬» ¬®¦¥¬ ³²¢¥°¦¤ ²¼,·²® ¢±¥ ½²¨ ·¨±«  «¥¦ ² ¢ ®°¥®«¥ ª ª®£®-²® (¥¤¨±²¢¥®£®) ¢¥¹¥±²¢¥®£® ·¨±« . �±«³· ¥ ¦¥ £¨¯¥°° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥« ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «®¦®. �°¨·¨  ½²®£®, ª ª ¥-²°³¤® ¢¨¤¥²¼, «¥¦¨² ¢ ®²±³²±²¢¨¨ ³±«®¢®© ¯®«®²» ¢ ³¯®°¿¤®·¥®¬ ¬®¦¥±²¢¥° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«. � ¸¨ ¤ «¼¥©¸¨¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¯®ª ¦³², ·²® ¯®±²°®¥®¥  ¬¨¯®«¥ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ¿¢«¿¥²±¿ ³±«®¢® ¯®«»¬, ²¥¬ ± ¬»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¯®«¥¨¥¬¬®¦¥±²¢  ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«. �®«¥¥ £«³¡®ª¨©   «¨§ ¯®ª §»¢ ¥², ·²®  ¸¥ ¯®±²°®-¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²® ¨§¢¥±²®¬³ ¯®±²°®¥¨¾ ¯®«¿ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ª ª ¬®¦¥±²¢ ¤¥¤¥ª¨¤®¢»µ ±¥·¥¨© ¢ ¯®«¥ ° ¶¨® «¼»µ ·¨±¥«.�®½²®¬³ ²¥®°¥¬  4.5.4 ¨¬¥¥² ª«¾·¥¢®¥ § ·¥¨¥.� � � � � � � � � � � � � �.� ¬ ±«¥¤³¥² ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® k 2 N n f0g ¯°¨ ¢±¥µ m;n 21N n N ¡³¤¥²jqm � qnj < 1k . �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯°¨ ¢±¥µ k 2 N n f0g  ©¤¥²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®¥ ²³° «¼®¥ ·¨±«® n ² ª®¥, ·²® ¯°¨ ¢±¥µ m � n ±¯° ¢¥¤«¨¢® qm � qn < 1k .�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ½²® ¥ ² ª, ²® ¥±²¼  ©¤¥²±¿ ¥³«¥¢®¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«® k0² ª®¥, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® n 21N nN ¬®¦® ³ª § ²¼ £¨¯¥° ²³° «¼®¥ mn � n ² ª, ·²®qmn � qn � 1ko .�³±²¼ ¤«¿ n = m1  ©¤¥® ·¨±«® m2 � m1 ² ª®¥, ·²® qm2 � qm1 � 1k0 . �®£¤  ©¤¥¬ ·¨±«® m3 � m2 ² ª, ·²® qm3 � qm2 � 1k0 . �®£¤  qm3 � qm1 = qm3 � qm2 +qm2 � qm1 � 2k0 . �«¿ ·¨±«  m3  ©¤¥¬ ·¨±«® m4, ®¡« ¤ ¾¹¥¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨±¢®©±²¢ ¬¨. �°¨ ½²®¬ qm4 � qm1 � 3k0 . � ² ª ¤ «¥¥. �°®¤®«¦ ¿ ¯°®¶¥±± ¯®±²°®¥¨¿¯® ¨¤³ª¶¨¨, ¯®±²°®¨¬ ·¨±«  m1 � m2 � m3 � : : : � ml ² ª, ·²®¡» qml � qm1 � l�1k0 .�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ml, ®¡« ¤ ¾¹¥¥ ³¦»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨, ¯®±²°®¥®. �®£¤   ©¤¥¬¤«¿ ¥£® ·¨±«® ml+1 � ml ² ª, ·²® qml+1 � qml � 1k0 . �® ²®£¤  qml+1 � qm1 =qml+1 � qml + qml � qm1 � 1k0 + l�1k0 = lk0 . �¥¯¥°¼ ²°¥¡³¥¬®¥ ±¢®©±²¢® ±«¥¤³¥² ¤«¿ ¢±¥µl 21N ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¨¤³ª¶¨¨.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¥ª®²®°®£® qm ¬» ¯®±²°®¨«¨ fqml : l 21Ng ² ª, ·²® ¯°¨¢±¥µ l 21N ±¯° ¢¥¤«¨¢® qml � qm + l�1k0 . �»¡¨° ¿ ²¥¯¥°¼ ·¨±«® l 21N n N, ¯®«³·¨¬,·²® ·¨±«® qml ¡¥±ª®¥·® ¢¥«¨ª® (¯°®¢¥°¼²¥!), ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ²®¬³, ·²® qml 2 Q,² ª ª ª ¢±¥ ·¨±«  ¨§ Q ¯® ³±«®¢¨¾ ª®¥·». �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¨ ¤®ª §»¢ ¥²²¥®°¥¬³ 4.5.4. ��«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²®£®, ·²® ¯®«¥ R, ¯®±²°®¥®¥  ¬¨, ¨¬¥¥² ¯®«®¥¯° ¢® ¨¬¥®¢ ²¼±¿ ¯®«¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ±«¥¤³¥² ²®«¼ª® ¤®ª § ²¼, ·²® ¢±¿ª®¥ ¥-¯³±²®¥ ®£° ¨·¥®¥ ±¢¥°µ³ ¥£® ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¨¬¥¥² ²®·³¾ ¢¥°µ¾¾ £° ¼ (supre-mum). � ¯®¬¨¬, ·²® ½«¥¬¥² a ³¯®°¿¤®·¥®£® ¬®¦¥±²¢  P  §»¢ ¥²±¿ ²®·®©¢¥°µ¥© £° ¼¾ ¯®¤¬®¦¥±²¢  E � P ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ a = supE, ¥±«¨1. ¤«¿ ¢±¥µ e 2 E e � a,2. ¥±«¨ p 2 P ¨ p < a, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² ep 2 E ² ª®©, ·²® ep � p.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¥±«¨ ¬®¦¥±²¢® E ¨¬¥¥²  ¨¡®«¼¸¨©½«¥¬¥² e0, ²® ¥±²¼ e0 2 E ¨ ¤«¿ ¢±¥µ e 2 E e � e0, ²® eo = supE.



4.6. ���������������� ����� 89�¥®°¥¬  4.5.5.�±¿ª®¥ ¥¯³±²®¥ ®£° ¨·¥®¥ ±¢¥°µ³ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¬®¦¥±²¢  R ¨¬¥¥² ²®·-³¾ ¢¥°µ¾¾ £° ¼.� � � � � � � � � � � � � �.�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® E ®£° ¨·¥® ±¢¥°µ³ ¨ ¥ ¨¬¥¥²  ¨¡®«¼¸¥£® ½«¥-¬¥² . �»¡¥°¥¬ ª ª®©-«¨¡® ½«¥¬¥² e0 2 E. � ª ª ª ® ¥ ¿¢«¿¥²±¿  ¨¡®«¼¸¨¬,²® ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² e1 2 E ² ª, ·²® e1 > e0. � «®£¨·® ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² e2¨§ ¬®¦¥±²¢  E ±²°®£® ¡®«¼¸¨© e1 ¨ ² ª ¤ «¥¥. �®±²°®¨¬ ¯® ¨¤³ª¶¨¨ ½«¥¬¥²»e0 < e1 < e2 < : : : < en < : : : (n 21N).�³±²¼ en = qn + �n. �®£¤  ¯® «¥¬¬¥ 4.5.1 qn+1 > qn ¯°¨ ¢±¥µ n 21N. �®±ª®«¼ª³¬®¦¥±²¢® E ®£° ¨·¥® ±¢¥°µ³, ²® ¨ ¤«¿ ¢±¥µ £¨¯¥° ²³° «¼»µ n qn � M ¤«¿¥ª®²®°®£® M 2 N. �°¨¬¥¿¿ ²¥®°¥¬³ 4.5.4,  ©¤¥¬ ¥¤¨±²¢¥®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®¨§ ª« ±±  ·¨±¥« ¡¥±ª®¥·® ¡«¨§ª¨µ ª® ¢±¥¬ qn ¯°¨ n 21N n N ¨ ®¡®§ ·¨¬ ¥£® A.�®ª ¦¥¬, ·²® A = supE. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥° ¢¥±²¢® e � A ¤«¿ ¢±¥µ e 2 E¢»¯®«¥® ¯® ¯®±²°®¥¨¾. �±«¨ ¦¥ A0 < A, ²® A0 = Q + � ¨ Q < qn. �®½²®¬³en = qn + �n � A0. �x4.6. �¨¯¥°ª®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±« �®±²°®¥¨¥ ±¨±²¥¬» £¨¯¥°¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ²¥¯¥°¼ ¬®¦® ¯°®¢¥±²¨ ª ª ¯°®-±²° ±²¢  ¨§¬¥°¨¬»µ ´³ª¶¨© ¯® ¥ª®²®°®© ¬¥°¥ �°¥¸¥.� «¥¥, ±«¥¤³¿ ¨§¢¥±²®© ±µ¥¬¥ ³¤¢®¥¨¿ [8], ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ±¨±²¥¬³ £¨¯¥°ª®¬-¯«¥ª±»µ ·¨±¥« C ª ª ³¤¢®¥¨¿ ¯®«¿ <. �°¨ ½²®¬, ®·¥¢¨¤®, ®¡»·»¥ ª®¬¯«¥ª±»¥·¨±«  ¯®«³· ²±¿ ª ª °¥§³«¼² ² ³¤¢®¥¨¿ ¯®«¿ R � <. �» ¥ ¡³¤¥¬ ¯°¨¢®¤¨²¼ §¤¥±¼ª®±²°³ª¶¨¾, ®²±»« ¿ ·¨² ²¥«¿ ª [8]. �²¬¥²¨¬ «¨¸¼, ·²® ¢ ³ª § ®© ª¨£¥ ²¥°-¬¨ £¨¯¥°ª®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±«  (±¨±²¥¬») ¨¬¥¥² ¤°³£®© ±¬»±« ¨ ®²®±¨²±¿, ¢ ¯¥°¢³¾®·¥°¥¤¼, ª ª¢ ²¥°¨® ¬ ¨ ·¨±« ¬ �½««¨. �°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¯®±²°®¨²¼ ±¨±²¥¬³£¨¯¥°ª¢ ²¥°¨®®¢ ¨ £¨¯¥°®ª² ¢ ¢  ¸¥© ²¥°¬¨®«®£¨¨, ¨±µ®¤¿ ¨§ ±¨±²¥¬» £¨¯¥°-¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«,   ª ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢ , ¯®«³·¨²¼ ±¨±²¥¬» ª®¬-¯«¥ª±»µ ·¨±¥«, ª¢ ²¥°¨®®¢ ¨ ·¨±¥« �½««¨.� ¬¥²¨¬, ·²® ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«® ±·¨² ¥²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¬ (ª®¥·»¬), ¥±«¨² ª®¢ ¥£® ¬®¤³«¼. �°¨ ½²®¬ ¨¬¥¥² ¬¥±²®�¥¬¬  4.6.1.�¨¯¥°ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«® ª®¥·® (¡¥±ª®¥·® ¬ «®) ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥,¥±«¨ ¥£® ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ¨ ¬¨¬ ¿ · ±²¨ ª®¥·» (¡¥±ª®¥·® ¬ «»).� � � � � � � � � � � � � � ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿.�



90 ����� 4. �������� �������x4.7. � ª«¾·¨²¥«¼»¥ § ¬¥· ¨¿�» ¥ ¡³¤¥¬ ¨§« £ ²¼   «¨§ ´³ª¶¨© ª®¬¯«¥ª±®© ¯¥°¥¬¥®©. �²¬¥²¨¬, ·²®®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢±¥µ ®±®¢»µ ¯®¿²¨© { ¯°¥¤¥« , ¥¯°¥°»¢®±²¨, ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¨´³ª¶¨© { ¤®±«®¢® ¯®¢²®°¿¾² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨§ £« ¢» 3.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ° §®¡° ²¼±¿ ¢ ° §¨¶¥ ¬¥¦¤³ ¯®«¾±®¬ ¨ ±³¹¥±²¢¥® ®±®-¡®© ²®·ª®© ´³ª¶¨¨ ª®¬¯«¥ª±®© ¯¥°¥¬¥®© ¨ ¤ ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿  ¿§»ª¥  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ.� ª ¨§¢¥±²®, ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ¨±·¨±«¥¨¥ ´³ª¶¨© ª®¬¯«¥ª±®© ¯¥°¥¬¥®©,¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ¨±·¨±«¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨© R2 �! R2, ¨¬¥¥² °¿¤ ®±®-¡¥®±²¥©. �°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¨²¥°¥±»¬, ¯®±²°®¨¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ²¥®°¨¨, ®¯¨° ¿±¼  ¯®¿²¨¥  ª²³ «¼®£® ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£® ·¨±« , ¢»¿±¨²¼ ±²¥¯¥¼ ° §«¨·¨¿ ¬¥¦¤³ª ®¨·¥±ª¨¬ ¨§«®¦¥¨¥¬ ¨ ¨§«®¦¥¨¥¬   ®±®¢¥  ¸¥© ¬¥²®¤®«®£¨¨.�²® ª ± ¥²±¿ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿, ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨²¥°¥± ¥ ²®«¼ª® ¨²¥£°¨°®¢ ¨¥¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ´®°¬ ¢¨¤  f(z)dz, ® ¨ ®¡¹¨© ±«³· © ª°¨¢®«¨¥©®£® ¨²¥£°¨°®-¢ ¨¿ ¢ ¬®£®¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥,   ² ª¦¥ ²¥®°¨¿ ¨²¥£° «®¢ ¯® ¯®¢¥°µ®±²¿¬.�²®±¨²¥«¼® ¯®¿²¨© ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ³¯®¬¿¥¬ ´ ª², ·²® ¢±¿ª®¥ ¬®¦¥-±²¢® (¢  ¨¢®© ¨«¨  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢), ª®²®°®¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ £¨¯¥°ª®¥·»¬, ²® ¥±²¼ ª®«¨·¥±²¢® ¥£® ½«¥¬¥-²®¢ ¢»° ¦ ¥²±¿ ¡¥±ª®¥·»¬ £¨¯¥° ²³° «¼»¬ ·¨±«®¬. �®½²®¬³, ¥±«¨ 
 { ¬®¦¥-±²¢® ½«¥¬¥² °»µ ¨±µ®¤®¢,   E � 
 { ¥ª®²®°®¥ ±®¡»²¨¥, ²® ¢¥°®¿²®±²¼ ±®¡»²¨¿E ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ´®°¬³«®© P (E) = jEjj
j , £¤¥ ·¥°¥§ jEj ®¡®§ ·¥® ª®«¨·¥±²¢® ½«¥-¬¥²®¢ ¬®¦¥±²¢  E. �¥¬ ± ¬»¬, ª ª ¨ ¢ ª« ±±¨·¥±ª®¬ (ª®¥·®¬) ¢¥°®¿²®±²®¬¯°®±²° ±²¢¥, ¢¥°®¿²®±²¼ ±®¡»²¨¿ { ½²® ®²®¸¥¨¥ ·¨±«  ¨±µ®¤®¢, ¡« £®¯°¨¿²±²¢³-¾¹¨µ ¥¬³, ª ·¨±«³ ¢±¥µ ¨±µ®¤®¢. �¥±¼¬  ¯®¤°®¡® ¨ ª° ±¨¢® ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ²¥®°¨¨¢³²°¥¨µ ¬®¦¥±²¢ ®±®¢» ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ¨§«®¦¥» ¢ ° ¡®²¥ [26].�²¨¬ § ¬¥· ¨¥¬ ¬» § ª®·¨¬ ®¡§®° ·¨±«®¢»µ ±¨±²¥¬.



�« ¢  5.�¥®°¥²¨ª®-¬®¤¥«¼»©¯®¤µ®¤� ½²®© £« ¢¥ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¯®¿²¨¿ ¨§ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© «®£¨ª¨ ¨ ²¥®°¨¨ ¬®¤¥«¥©,¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¤«¿ ±²°®£®£® ®¡®±®¢ ¨¿ ¯°¨¶¨¯  �¥©¡¨¶ . � ½²®¬ ¤  ¿ £« ¢ ¯°¨§¢   § ¬¥¨²¼ ¯ ° £° ´ 1.2. � ¢¥°¸¨¬ ¦¥ ¬»  ¸¥ ¨§«®¦¥¨¥ ®±®¢®© ²¥®°¥¬®©®¡ ³«¼²° ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿µ ¢ ¢¨¤¥,  ¤ ¯²¨°®¢ ®¬ ª ®±®¢®¬³ ±®¤¥°¦ ¨¾.�¥±¬®²°¿   ²®, ·²® ¢±¥ ¯®¿²¨¿ «®£¨ª¨ ¨ ²¥®°¨¨ ¬®¤¥«¥© ¬» ®¯°¥¤¥«¿¥¬, ¬ ²¥-°¨ «, ¢ ±¨«³ ª° ²ª®±²¨ ¨§«®¦¥¨¿, ¯°¥¤ § ·¥ ¤«¿ ¡®«¥¥ ¯®¤£®²®¢«¥®£® ·¨² ²¥«¿.�¨² ²¥«¼ ¦¥, ¯°®¸¥¤¸¨© ·¥°¥§ ¢±¥ ²°³¤®±²¨ ®±®¢®£® ¨§«®¦¥¨¿, ¢®±¯®«¨¢¸¨©¯°®¡¥«» ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ µ, °¥¸¨¢¸¨© ¢±¥ ³¯° ¦¥¨¿, ¡³¤¥² ¢®§ £° ¦¤¥ ²¥¬, ·²®¤ ¦¥ ¡¥§ ±¯¥¶¨ «¼®© ¯®¤£®²®¢ª¨ ±¬®¦¥² ± ¬®±²®¿²¥«¼® ¥ ²®«¼ª® ¤®ª § ²¼ ®±®¢-³¾ ²¥®°¥¬³, ® ¨ ¯°¨¢¥±²¨ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¯°¨¬¥°».� ¯°®¶¥±±¥ ±¢®¥£® ° §¢¨²¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª , ª ª ¨ ¢±¿ª ¿ ¤°³£ ¿ ¤¨±¶¨¯«¨ , ¯°®µ®-¤¨² °¿¤ ½² ¯®¢, ¥±ª®«¼ª® ±² ¤¨©. �®-¯¥°¢»µ,  ª ¯«¨¢ ¥²±¿ ´ ª²¨·¥±ª¨© ¬ ²¥°¨ «,§ ²¥¬ ¢»° ¡ ²»¢ ¾²±¿ ¬¥²®¤» ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ª®ª°¥²»µ § ¤ ·, £°³¯¯ § ¤ ·. � ¤ «¼-¥©¸¥¬ ¯°®¨±µ®¤¨² "¨§®¡°¥²¥¨¥" ¨ ° §° ¡®²ª  ®¡¹¨µ ¬¥²®¤®¢ ¨ ¯®¿²¨©. �  ±«¥-¤³¾¹¥© ±² ¤¨¨ ¢®§¨ª ¥² ¯®²°¥¡®±²¼ ´¨«®±®´±ª®£® ®±¬»±«¥¨¿ ¨ ®¡®±®¢ ¨¿ ° §-° ¡®² »µ ¬¥²®¤®¢, ¯®¿²¨©, ª®¶¥¯¶¨©. � ª,  ¯°¨¬¥°, £¥®¬¥²°¨¿, ° §¢¨¢ ¿±¼ ¨§±®§¥°¶ ¨¿, ¨§¬¥°¥¨¿, °¥¸¥¨¿ ª®ª°¥²»µ §¥¬«¥¬¥°·¥±ª¨µ § ¤ · ¢ �°¥¢¥¬ �£¨¯²¥,¤®¸«  ¤® ¯®¿¢«¥¨¿ ®¡¹¨µ ²¥®°¥¬ ¨ «®£¨·¥±ª®£® ®±¬»±«¥¨¿ ¢ ²°³¤ µ ¤°¥¢¥£°¥·¥-±ª¨µ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢. �  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ £¥®¬¥²°¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ±²°®£®©  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª®©²¥®°¨¥©.�®·® ² ª ¦¥ ¨ ¨±·¨±«¥¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ,  · ¢¸¨±¼ ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¨±·¥°¯»-¢ ¨¿, ¯®«³·¨«® ° §¢¨²¨¥ ¢ ¬¥²®¤» ¨ ¯°¨¥¬» °¥¸¥¨¿ ª®ª°¥²»µ § ¤ · ³ �°µ¨¬¥¤ ,�. � ¢ «¼¥°¨, �. �¥¯«¥° . � ¨¢»±¸¥£® ³°®¢¿ ¨±·¨±«¥¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¤®±²¨£«®



92 ����� 5. ���������-��������� ������¢ ° ¡®² µ �. �. �¥©¡¨¶ , ª®²®°»© ° §¢¨« ®¡¹¨¥ ¬¥²®¤» ¨ ´ ª²¨·¥±ª¨ ¤ «  ª±¨®¬ -²¨·¥±ª³¾ ª®¶¥¯¶¨¾ ¨±·¨±«¥¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ. � ¤ «¼¥©¸¥¬, ¢ XVIII { XIX¢¥ª µ, ¢±² « ¢®¯°®± ® ±²°®£®¬ «®£¨·¥±ª®¬ ®¡®±®¢ ¨¨ ¯®¿²¨¿ "¡¥±ª®¥·® ¬ «»©".� °¥¸¥¨¨ ½²®© ¯°®¡«¥¬» ¡»«® ¢®§¬®¦® ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ¤¢  ¯³²¨. �¥°¢»© {±®§¤ ²¼ ±²°®£³¾ «®£¨·¥±ª³¾ ²¥®°¨¾, ¢ ª®²®°®©  ª²³ «¼»¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ±³¹¥-±²¢®¢ «¨ ¡» ²®·® ² ª ¦¥, ª ª ±³¹¥±²¢³¾² ¶¥«»¥, ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ¨ ª®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±-« , ²® ¥±²¼ ²®, ·²® ¬», ±«¥¤³¿ �. �¥©¡¨¶³, ¨ ¯®¯»² «¨±¼ ±¤¥« ²¼. �® ¢±¥-² ª¨ ³  ±®±² « ±¼ ¥ª®²®° ¿ ¥¤®£®¢®°¥®±²¼, ¥² ·¥²ª¨µ ´®°¬³«¨°®¢®ª, ·²® ² ª®¥ ±¢®©±²¢®,±¢®©±²¢® ±¯° ¢¥¤«¨¢®, µ®²¿, ¢ ±° ¢¥¨¨ ± �. �¥©¡¨¶¥¬, ¬» ¥±ª®«¼ª® ¯°®¤¢¨³«¨±¼¢¯¥°¥¤.�¤ ª® ¬ ²¥¬ ²¨ª  XIX ¢¥ª  ¡»«  ¥ £®²®¢  ª ¯®¤®¡®¬³ ®¡®±®¢ ¨¾, ¥ £®¢®-°¿ ³¦¥ ® ²®¬, ·²® ³ ¥¥ ¥ µ¢ ²¨«® «®£¨·¥±ª¨µ ±°¥¤±²¢ ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ±®¢°¥¬¥®©²¥®°¨¨. �²· ±²¨ ¯® ½²®© ¯°¨·¨¥, ®²· ±²¨ ®² ²®£®, ·²® ½²®² ¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥¨ ®§ ¬¥-®¢ «±¿ ¡³°»¬ ° §¢¨²¨¥¬ ´¨§¨ª¨, ¢®§®¡« ¤ «  ¤°³£ ¿ ª®¶¥¯¶¨¿ ¡¥±ª®¥·® ¬ «®£®{ "¨±·¥§ ¾¹¥£®", ±²°¥¬¿¹¥£®±¿ ª ³«¾ ª®«¨·¥±²¢ , ·²® ¡®«¥¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ª®¶¥¯-¶¨¨ �. �¼¾²® . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ³ª®°¥¨«®±¼ ¯®¿²¨¥ ¯®²¥¶¨ «¼®¡¥±ª®¥·® ¬ «®£®, ¥±¬®²°¿   ¬¥¼¸¥¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ² ª®£® ¯®¨¬ ¨¿  ¸¥© ¨-²³¨¶¨¨.� «¨¸¼ ± ° §¢¨²¨¥¬ ¢ ª®¶¥ XIX {  · «¥ XX ¢¥ª®¢ ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢, ª®£¤ ¬ ²¥¬ ²¨ª  ±² «  ¯®- ±²®¿¹¥¬³ ´¨«®±®´±ª®© ¤¨±¶¨¯«¨®©, "¤®°®±« " ¤® «®£¨ª¨,¯®¿¢¨«¨±¼ ±°¥¤±²¢  ¤«¿ ®±³¹¥±²¢«¥¨¿ ¯¥°¢®£® ¢ °¨ ² .�® ¯®²°¥¡®¢ «®±¼ ¥¹¥ ¡®«¥¥ ¯®«³¢¥ª    ²®, ·²®¡» ²¥®°¨¿ ¬®¤¥«¥©, ±²®¿¹ ¿  ±²»ª¥  ¡±²° ª²®©  «£¥¡°» ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© «®£¨ª¨, ° §° ¡®² «  ¬¥²®¤», ¯®§¢®-«¿¾¹¨¥ ¯°®¢¥±²¨ ±²°®£®¥ ®¡®±®¢ ¨¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿  ª²³ «¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ.�  ½²® ¢¯¥°¢»¥ ®¡° ²¨« ¢¨¬ ¨¥ ¢ 1960 £®¤³ �. �®¡¨±® [28].
x5.1. �¥®°¨¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª �¤¨¬ ¨§ ®±®¢»µ ®¡º¥ª²®¢ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥ª®© «®£¨ª¥ ¿¢«¥²±¿ ²¥®-°¨¿. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ®¡º¿±¨²¼, ·²® ±«¥¤³¥² ¯®¨¬ ²¼ ¯®¤ ½²¨¬ ²¥°¬¨®¬, ²°¥¡³¥²±¿®¯¨± ²¼ ±¯¥¶¨ «¼»© ¿§»ª. �» ®£° ¨·¨¬±¿ ¯®¿²¨¥¬ ¿§»ª  ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª .�¾¡®© ¿§»ª ¯®«®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¨¬ ±¨² ª±¨±®¬. �¯¨¸¥¬ ±¨² ª±¨±  -¸¥£® ¿§»ª .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.1.1.



5.1. ������ ������� ������� 931. �«´ ¢¨² A ±®±²®¨² ¨§ ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬®¦¥±²¢1 :A = X [ C [ P [ F [ S [Q [M:(a) �®¦¥±²¢® X ¿¢«¿¥²±¿ ±·¥²»¬ ¨  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®¬ ¯¥°¥¬¥»µ.(b) �®¦¥±²¢® C  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®¬ ª®±² ² ¨ ¨¬¥¥² ¯°®¨§¢®«¼³¾¬®¹®±²¼.(c) �®¦¥±²¢® ¯°¥¤¨ª ²®¢ ¨¬¥¥² ¢¨¤ P = 1Sn=oPn, £¤¥ ª ¦¤®¥ ¬®¦¥±²¢®Pn ±®±²®¨² ¨§ n-¬¥±²»µ ¯°¥¤¨ª ²®¢ ¨ ¨¬¥¥² ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¬®¹®±²¼.(d) �®¦¥±²¢® ´³ª¶¨® «¼»µ ±¨¬¢®«®¢ ¨¬¥¥² ¢¨¤ F = 1Sn=0Fn, £¤¥ ª -¦¤®¥ ¬®¦¥±²¢® Fn ±®±²®¨² ¨§ n-¬¥±²»µ ´³ª¶¨® «¼»µ ±¨¬¢®«®¢ ¨¨¬¥¥² ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¬®¹®±²¼.(e) �®¦¥±²¢® S «®£¨·¥±ª¨µ ±¢¿§®ª ª®¥·®2 :S = f:;_;&;�;�g :(f) �¢ ²®°» { ¬®¦¥±²¢® Q = f8 ;9 g { ¨¬¥¾² ²®² ¦¥ ±¬»±«, ·²® ¨ ¢ 1.2.(g) �®¦¥±²¢® M ¨¬¥¥² ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»© ±¬»±« ¨ ±®¤¥°¦¨² ° §¤¥«¨²¥«¼»¥±ª®¡ª¨ ¤«¿ ³¤®¡±²¢  ¯°®·²¥¨¿ ±«®¢.2. �«®¢® { ½²® ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ª®¥· ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼3 ±¨¬¢®«®¢  «´ ¢¨² .�¢  ±«®¢  ±·¨² ¾²±¿ ° ¢»¬¨, ¥±«¨ ®¨ ° ¢» £° ´¨·¥±ª¨. �°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®« -£ ¥²±¿, ·²® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±¨¬¢®«®¢ ±®±²®¨² ¨§ ¥ª®²®°»µ ¨¤¥ «¼»µ § ª®¢, ¯¨± ¨¥ ª®²®°»µ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¬¥±²  ¨ ¢°¥¬¥¨,   ² ª ¦¥ ®² "¯¨¸³¹¥£®".�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, § ª¨   ¯¨±¼¬¥ ¤®«¦» ·¥²ª® ¨¤¥²¨´¨¶¨°®¢ ²¼±¿ ª ª ° ¢-»¥ (®¤¨ ª®¢»¥) ¨ ° §«¨·»¥. �  ¯¨±¼¬¥ ¤«¿ ®¡®§ ·¥¨¿ £° ´¨·¥±ª®£® ° -¢¥±²¢  ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ § ª ®¡»·®£® ° ¢¥±²¢  =. � «®£¨ª¥, ª ª ¨ ¢¥§¤¥,¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¯° ¢¨«¼® ±®±² ¢«¥»¥ ±«®¢ :(a) �¥°¬ ®¡° §³¥²±¿ ¨§ ¯¥°¥¬¥»µ ¨ ª®±² ², ª®¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯°®±²¥©¸¨¬¨²¥°¬ ¬¨, ± ¯®¬®¹¼¾ ¯° ¢¨«  ®¡° §®¢ ¨¿:¥±«¨ t1; t2; : : : ; tn { ²¥°¬»,   F 2 Fn, ²® ±«®¢® F (t1; t2; : : : ; tn) ¿¢«¿¥²±¿ ²¥°-¬®¬ (¡®«¥¥ ±«®¦®£® ±²°®¥¨¿). �®¦¥±²¢® ¢±¥µ ²¥°¬®¢ { ½²®  ¨¬¥¼¸¥¥¬®¦¥±²¢® ±«®¢, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¬®¦¥±²¢  X ¨ C ¨ § ¬ª³²®¥ ®²®±¨²¥«¼®¯° ¢¨«  ®¡° §®¢ ¨¿.1�±²¥±²¢¥®, ² ª ª ª ¬» ¡³¤¥¬ ¯»² ²¼±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯®¤µ®¤¿¹¥£® ¿§»ª  ®¯°¥-¤¥«¨²¼, ·²® ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢®, ²® ¢®§¨ª ¥² ¥ª®²®°»© ¯®°®·»© ª°³£. �¤ ª®, ² ªª ª ¬» ±²®¨¬   ¯®§¨¶¨¿µ  ¨¢®© ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢, ½²® ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¤«¿  ¸¨µ¶¥«¥© ¥ ±³¹¥±²¢¥®. �¨² ²¥«¿, ª®²®°»© ¦¥« ¥² ° ¡®² ²¼ ¢  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª®© ²¥®-°¨¨, ®²±»« ¥¬ ª ª¨£¥ [14]. �¡±³¦¤¥¨¥ ¯°®¡«¥¬ ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢ ¨ ®²®«®£¨·¥±ª®£®±² ²³±  ½²®£® ¯®¿²¨¿ ±¬. ¢ [34]2�¬»±« ¨ ¯°®·²¥¨¥ «®£¨·¥±ª¨µ ±¢¿§®ª ²¥ ¦¥, ·²® ¨ ¢ 1.2.3�¬¥¥²±¿ ¢ ¢¨¤³ ¢®§¬®¦®±²¼ ¬¥µ ¨·¥±ª¨ (¯® ®¯°¥¤¥«¥»¬ ¯° ¢¨« ¬) §  ª®¥·-®¥ ·¨±«® ¸ £®¢ ¢»¯¨± ²¼ ¢±¥ ±¨¬¢®«», ®¡° §³¾¹¨¥ ¤ ®¥ ±«®¢®



94 ����� 5. ���������-��������� ������(b) �®¦¥±²¢® ´®°¬³« ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª  ¨¬¥¼¸¥¥ ¬®¦¥±²¢®, ±®¤¥°¦ -¹¥¥ ¢±¥ ±«®¢  ¢¨¤  P (t1; t2; : : : ; tn), £¤¥ P 2 Pn,   t1; t2; : : : ; tn { ²¥°¬» (½²¨±«®¢   §»¢ ¾²  ²®¬ °»¬¨ (¯°®±²¥©¸¨¬¨) ´®°¬³« ¬¨) ¨ § ¬ª³²®¥ ®²-®±¨²¥«¼® ¯° ¢¨«  ®¡° §®¢ ¨¿:i). ¥±«¨ ' { ´®°¬³« , ²® :' { ´®°¬³« ;ii). ¥±«¨ ' ¨  { ´®°¬³«»,   � { ¡¨ ° ¿ «®£¨·¥±ª ¿ ±¢¿§ª , ²® ±«®¢®' �  ¿¢«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©;iii). ¥±«¨ ' { ´®°¬³« , x { ¯¥°¥¬¥ ¿,   q 2 Q, ²® q x' { ´®°¬³« .3. �«®¢® � ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤±«®¢®¬ ±«®¢  �, ¥±«¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® � = �1��2, £¤¥�1; �2 { ¯°®¨§¢®«¼»¥ (¢®§¬®¦®, ¯³±²»¥) ±«®¢ . �®¤±«®¢® ´®°¬³«», ¿¢«¿¾¹¥-¥±¿ ´®°¬³«®©,  §»¢ ¥²±¿ ¯®¤´®°¬³«®©.4. �®¢®°¿², ·²® ¯¥°¥¬¥ ¿ x ¿¢«¿¥²±¿ ±¢¿§ ®© ¢ ´®°¬³«¥ ', ¥±«¨ ¢ ' ¥±²¼¯®¤´®°¬³«  ¢¨¤  qx . �¥ ±¢¿§  ¿ ¯¥°¥¬¥ ¿  §»¢ ¥²±¿ ±¢®¡®¤®©. �±-«¨ x1; x2; : : : ; xn { ¢±¥ ±¢®¡®¤»¥ ¯¥°¥¬¥»¥ ´®°¬³«» ', ²® ¬» ¯¨¸¥¬ ' ='(x1; x2; : : : ; xn). �®°¬³« , ¥ ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ±¢®¡®¤»µ ¯¥°¥¬¥»µ,  §»¢ ¥²±¿¢»±ª §»¢ ¨¥¬.�²¬¥²¨¬, ·²® ¯®¿²¨¥ ´®°¬³«» ¿¢«¿¥²±¿ ´®°¬ «¨§ ¶¨¥© ¯®¿²¨¿ "±¢®©±²¢®",  ¢»±ª §»¢ ¨¥ { ¥±²¼ ´®°¬ «¼»©   «®£ ¯®¿²¨¿ "³²¢¥°¦¤¥¨¥".�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.1.2.� «®£¨·¥±ª¨¬  ª±¨®¬ ¬ ®²®±¿²±¿ ¢»±ª §»¢ ¨¿ ¢¨¤ 4:1. � � (� � �).2. (� � (� � �)) � (� � �).3. (� � �) � ((� � ) � (� � )).4. (�&�) � �; (�&�) � �.5. � � (� _ �); � � (� _ �).6. (� � ) � (� � ) � (� _ �) � .7. (� � �) � (� � �); (� � �) � (� � �).8. (� � �) � ((� � �) � (� � �)).9. (� � �) � (:� � :�).10. � � ::�; ::� � �.11. (� � �) � ((� � ) � (� � (�&))).4�» ¯°¨¢®¤¨¬  ª±¨®¬» ª« ±±¨·¥±ª®© «®£¨ª¨ ¨ ¡¥§®£®¢®°®·® ¯°¨¬¥¿¥¬ § ª® ¨±-ª«¾·¥®£® ²°¥²¼¥£® { tertium nor datum. �¤ ª® ¢®§¬®¦» ´®°¬ «¨§ ¶¨¨, £¤¥ ½²®²¯°¨¶¨¯  °³¸ ¥²±¿. �®«¥¥ ²®£®, ¥±²¼ ®±®¢ ¨¿ ±·¨² ²¼, ·²® «®£¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬»,¥ ¨±¯®«¼§³¾¹¨¥ tertium nor datum ¡®«¥¥  ¤¥ª¢ ²® ®¯¨±»¢ ¾² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª³¾ °¥- «¼®±²¼ { ±¬. [4]



5.1. ������ ������� ������� 9512. 8 y'(y) � '(a) ¤«¿ «¾¡®© ª®±² ²» a.13. '(a) � 9 y'(y) ¤«¿ «¾¡®© ª®±² ²» a.�¤¥±¼ �; �;  { ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¢»±ª §»¢ ¨¿,   '(x) { ´®°¬³«  ±® ±¢®¡®¤®© ¯¥°¥¬¥®©.�®°¬ «¼® ¢±¥ ¯°¨¢¥¤¥»¥  ª±¨®¬» ¿¢«¿¾²±¿ ±µ¥¬ ¬¨, ²® ¥±²¼ ±®¤¥°¦ ² ¡¥±ª®-¥·®¥ ª®«¨·¥±²¢®  ª±¨®¬. �³²¥¬ ¥§ ·¨²¥«¼®£® ¨§¬¥¥¨¿ ±¨² ª±¨±  ½²³ ±«®¦-®±²¼ ¬®¦® ®¡®©²¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.1.3.�ª±¨®¬ ¬¨ ° ¢¥±²¢   §»¢ ¾² ±«¥¤³¾¹¨¥  ª±¨®¬» ¤«¿ ¤¢³¬¥±²®£® ¯°¥¤¨-ª ²  ":1. 8x"(x; x).2. 8x8y("(x; y) � "(y; x)).3. 8x8y8 z("(x; y)&"(y; z) � "(x; z)).4. 8x18x2 : : :8xn8 y18 y2 : : :8 yn(("(x1; y1)&"(x2; y2)& : : : "(xn; yn) �(P (x1; x2; : : : ; xn) � P (y1; y2; : : : ; yn)) ¤«¿ «¾¡®£® ¯°¥¤¨ª ²  P 2 Pn.5. 8x18x2 : : :8xn8 y18 y2 : : :8 yn(("(x1; y1)&"(x2; y2)& : : : "(xn; yn) �"(F (x1; x2; : : : ; xn); F (y1; y2; : : : ; yn)).¤«¿ «¾¡®£® ´³ª¶¨® «¼®£® ±¨¬¢®«  F 2 Fn�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.1.4.�¥®°¨¥©  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¬®¦¥±²¢® ¢»±ª §»¢ ¨©, ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¥¥±¿± ¬®¦¥±²¢®¬ «®£¨·¥±ª¨µ  ª±¨®¬ ¨ ± ¬®¦¥±²¢®¬  ª±¨®¬ ° ¢¥±²¢ . �²® ¬®¦¥±²¢®· ±²®  §»¢ ¾² ±¨±²¥¬®© ¥«®£¨·¥±ª¨µ  ª±¨®¬ ²¥®°¨¨.� � � ��°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥°». �¯¨±»¢ ¿ ¿§»ª, ¬» ¡³¤¥¬ ³ª §»¢ ²¼ ²®«¼ª® ¨§¬¥¿¥¬»¥ ±¨¬-¢®«»  «´ ¢¨² : ¯°¥¤¨ª ²»¥ ±¨¬¢®«», ´³ª¶¨® «¼»¥ ±¨¬¢®«», ª®±² ²», ¨¬¥®¢ ³ª § ®¬ ¯®°¿¤ª¥, ° §¤¥«¿¿ ¬®¦¥±²¢  ±¨¬¢®«®¢ § ª®¬ ";",   ±¨¬¢®«» ¢³²°¨ ¬®-¦¥±²¢  { § ª®¬ ",". �°¨ ®²±³²±²¢¨¨ ª ª®£®-«¨¡® ¬®¦¥±²¢  ±¨¬¢®«®¢ (²® ¥±²¼ ª®£¤ ®® ¯³±²®) ¬» ®±² ¢«¿¥¬   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬ ¬¥±²¥ ¯°®¡¥«.1. �¥®¬¥²°¨¿.�§»ª ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ¯°¥¤¨ª ²»¥ ±¨¬¢®«»: L (Pt1; Li1; P l1; "2; ; ). �¤¥ª±» ¢¨§³®§ · ¾²  °®±²¼ ¯°¥¤¨ª ²®¢. �®¤¥°¦ ²¥«¼® ¯°¥¤¨ª ²» ±«¥¤³¥² ¯®¨¬ ²¼:"²®·ª ", "¯°¿¬ ¿", "¯«®±ª®±²¼", "«¥¦ ²¼  ".�°¨¬¥°®¬ ´®°¬³«» ¢ ¿§»ª¥ £¥®¬¥²°¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ±«®¢®5Pt(x)&Li(y)&"(x; y);5�«¿ ª° ²ª®±²¨ ¬» §¤¥±¼ ¨ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ®¯³±ª ¥¬ ¨¤¥ª± ¬¥±²®±²¨ ³ ¯°¥¤¨ª ²®¢¨  °®±²¨ ³ ´³ª¶¨® «¼»µ ±¨¬¢®«®¢.



96 ����� 5. ���������-��������� ������®§ · ¾¹¥¥, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, "²®·ª  x «¥¦¨²   ¯°¿¬®© y". �²® ´®°¬³«  ±¤¢³¬¿ ±¢®¡®¤»¬¨ ¯¥°¥¬¥»¬¨ x ¨ y. � ´®°¬³«¥Li(x)&Li(y)&9 z(P l(z)&"(x; z)&"(y; z))&:(9 u(Pt(u)&"(u; x)&"(u; y))),¢»° ¦ ¾¹¥© ´ ª² ¯ ° ««¥«¼®±²¨ ¯°¿¬»µ x ¨ y, ½²¨ ¯¥°¥¬¥»¥ ¿¢«¿¾²±¿±¢®¡®¤»¬¨,   ¯¥°¥¬¥»¥ z ¨ u { ±¢¿§ »¬¨.�°¨¬¥°®¬ ¢»±ª §»¢ ¨¿ ¿¢«¿¥²±¿  ª±¨®¬  ® ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿¤¢³µ ¯°¿¬»µ:8x8 y(Li(x)&Li(y) � (9 z(Pt(z)&"(z; x)&"(z; y)) � 8u(Pt(u)&"(u; x)&"(u; y) � "(z; u))).2. � ±±¬®²°¨¬ ¿§»ª  °¨´¬¥²¨ª¨ Lar ("2; p2; s2; �; e). �¤¨±²¢¥»¬ ¯°¥¤¨ª -²®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¨ª ² ° ¢¥±²¢ , ´³ª¶¨® «¼»¥ ±¨¬¢®«» ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¨±³¬¬»,   ² ª¦¥ ¤¢¥ ª®±² ²» ®«¼ ¨ ¥¤¨¨¶  { ² ª®¢® ±®¤¥°¦ ¨¥ ±¨¬¢®«®¢¿§»ª .� «¨·¨¥ ´³ª¶¨® «¼»µ ±¨¬¢®«®¢ ¤¥« ¥² ¯®¿²¨¥ ²¥°¬  ¢ ¿§»ª¥  °¨´¬¥²¨ª¨,¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¿§»ª  £¥®¬¥²°¨¨, ¥²°¨¢¨ «¼»¬. �°¨¬¥°®¬ ²¥°¬  ¡³¤¥² ±«®¢®p(x; y), ®§ · ¾¹¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ x ¨ y. �²®¬ °®© ´®°¬³«®© ¿¢«¿¥²±¿ ´®°¬³« "(p(x; y); e), ¢»° ¦ ¾¹ ¿ ´ ª² ²®£®, ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ x ¨ y ° ¢® ¥¤¨¨¶¥.�¬¥±²® £°®¬®§¤ª®© ´®°¬ «¼®© § ¯¨±¨ p(x; y) ¨ "(p(x; y); e) ¯°¨¬¥¿¾² ¡®«¥¥¯°¨¢»·³¾ § ¯¨±¼ xy ¨ xy = 1. � «®£¨·®¥ ±®£« ¸¥¨¥ ¤¥©±²¢³¥² ¨ ¢® ¢±¥µ¤°³£¨µ ¿§»ª µ, ¢ ª®²®°»µ ¥±²¼ ®¡¹¥¯°¨¿²»¥ ®¡®§ ·¥¨¿ ¤«¿ ¯°¥¤¨ª ²»µ,´³ª¶¨® «¼»µ ¨ ª®±² ²»µ ±¨¬¢®«®¢,   ² ª¦¥ ²° ¤¨¶¨®»¥ ´®°¬» § ¯¨-±¨ ±«®¢. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¿§»ª  °¨´¬¥²¨ª¨ ¬®¦® ®¯¨± ²¼ ª ª ¿§»ªL (=; �;+; 0; 1).� ª,  ¯°¨¬¥°, ¢ ¿§»ª¥  °¨´¬¥²¨ª¨ ²¥®°¨¿ ª®«¥¶ § ¤ ¥²±¿  ª±¨®¬ ¬¨:r1 8x8 y(x+ y = y + x).r2 8x8 y8 z(x+ (y + z) = (x+ y) + x).r3 8x(x+ 0 = x).r4 8x9 y(x+ y = 0).r5 8x8 y8 z((xy)z = x(yz)).r6 8x8 y8 z(x(y + z) = xy + xz).r7 8x8 y8 z((x+ y)z = xz + yz).�®¡ ¢«¥¨¥  ª±¨®¬» r8: 8x8y(xy = yx) ¤ ¥² ²¥®°¨¾ ª®¬¬³² ²¨¢»µ ª®«¥¶,   ª±¨®¬  r9: 8x(x1 = x) ¯°¨¢®¤¨² ª ²¥®°¨¨ ª®«¥¶ ± ¥¤¨¨¶¥©.�¥®°¨¿ ¯®«¥© ¯®«³· ¥²±¿ ¤®¡ ¢«¥¨¥¬ ª ²¥®°¨¨ ª®¬¬³² ²¨¢»µ ª®«¥¶ ± ¥¤¨¨-¶¥©  ª±¨®¬» 8x(:(x = 0) � 9 y(xy = 1)).



5.2. ������� ������ 973. �¥®°¨¿ ¯®°¿¤ª  ¨¬¥¥² ¿§»ª ± ¤¢³¬¿ ¡¨ °»¬¨ ¯°¥¤¨ª ² ¬¨ = ¨ �.�ª±¨®¬» ¯®°¿¤ª :o1 8x(x � x).o2 8x8 y(x � y&y � x � x = y).o3 8x8 y8 z(x � y&y � z � x � z).�¥®°¨¿ «¨¥©®£® ¯®°¿¤ª  ¯®«³· ¥²±¿ ¤®¡ ¢«¥¨¥¬  ª±¨®¬»8x8y(x � y _ y � x):4. � ¿§»ª¥ L (=;�; +; �; 0; 1) ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢ ¦¥©¸ ¿ ¤«¿  ± ²¥®°¨¿ ³¯®°¿-¤®·¥»µ ¯®«¥©, ¢¬¥±²¥ ±  ª±¨®¬ ¬¨ ¯®«¿ ¨  ª±¨®¬ ¬¨ «¨¥©®£® ¯®°¿¤ª ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ¤®¯®«¨²¥«¼®  ª±¨®¬»:8x8y8 z(x � y � x+ z � y + z);8x8 y8 z(x � y&0 � z � xz � yz);0 � 1&:(0 = 1):�®±«¥¤¿¿  ª±¨®¬  ¤¥« ¥² «¾¡®¥ ³¯®°¿¤®·¥®¥ ¯®«¥ ±®¤¥°¦ ¹¨¬ ¯® ª° ©¥©¬¥°¥ ¤¢  ° §«¨·»µ ½«¥¬¥² .� ²¥®°¨¨ ³¯®°¿¤®·¥»µ ¯®«¥© ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ¯° ª²¨·¥±ª¨ «¾¡®¥ ±¢®©±²¢®¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ®¯¨° ¾¹¥¥±¿   ¯®¿²¨¿ ° ¢¥±²¢ , ¥° ¢¥±²¢  ¨  °¨´¬¥-²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²  ²¥®°¨¿ ¤®±² ²®·  ¤«¿ ´®°¬³«¨°®¢ª¨¯°¨¶¨¯  �¥©¡¨¶ . �°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¥£® ± ¬®±²®¿²¥«¼-®.x5.2. �®¿²¨¥ ¬®¤¥«¨�®¤¥«¼ ²¥®°¨¨ { ½²® ®±®¢®¥ ¯®¿²¨¥, ª®²®°®¥ °¥ «¨§³¥² ´®°¬ «¼»¥ ®¡º¥ª-²» (ª®±² ²», ¯°¥¤¨ª ²», ´³ª¶¨® «¼»¥ ±¨¬¢®«») ª ª ±³¹¥±²¢³¾¹¨¥ ®¡º¥ª²»,ª®²®°»¥ ¬®¦® ´ ª²¨·¥±ª¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¨ ¤ ¦¥ "¯®²°®£ ²¼". � ª, ²¥®°¨¿ ª®«¥¶ °¥ -«¨§³¥²±¿   ¬®¦¥±²¢¥ ¶¥«»µ ·¨±¥«. �°¨ ½²®¬ ¢ ±¬»±« ´®°¬ «¼»µ ¯®¿²¨© ¢ª« ¤»-¢ ¥²±¿ ±®¤¥°¦ ¨¥ ¥±²¥±²¢¥»µ ²¥®°¥²¨ª®-·¨±«®¢»µ ®¯¥° ¶¨©, ®²®¸¥¨¿ ¯®°¿¤ª  ¨².¤. � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ´®°¬ «¼»¥ ¯®¿²¨¿, ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ®±³¹¥±²¢¨²¼ ª² °¥ «¨§ ¶¨¨ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ²¥®°¨¨. �¨² ²¥«¾ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ± ¬®±²®¿²¥«¼®¯°®° ¡®² ²¼ ° §«¨·»¥ °¥ «¨§ ¶¨¨ ²¥®°¨¨ ³¯®°¿¤®·¥»µ ¯®«¥©.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.1.�«£¥¡° ¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®© ¤«¿ ¿§»ª  L  §»¢ ¥²±¿ ¯ °  M =< M;� >,£¤¥ M { ¬®¦¥±²¢®,   � { ±®®²¢¥²±²¢¨¥, ±®¯®±² ¢«¿¾¹¥¥ ª ¦¤®© ª®±² ²¥ c ¿§»ª ½«¥¬¥² cM 2 M , ª ¦¤®¬³ ¯°¥¤¨ª ²³ P 2 Pn { n-¬¥±²®¥ ®²®¸¥¨¥ PM   M ,ª ¦¤®¬³ ´³ª¶¨® «¼®¬³ ±¨¬¢®«³ f 2 Fn { n- °³¾  «£¥¡° ¨·¥±ª³¾ ®¯¥° ¶¨¾ fM  ¬®¦¥±²¢¥ M .



98 ����� 5. ���������-��������� �������¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.2.�²¥°¯°¥² ¶¨¥© s ¿§»ª  L ¢ ±²°³ª²³°¥ M  §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿, § ¤  ¿  ¬®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ ¯¥°¥¬¥»µ ¿§»ª , ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ § ·¥¨¥ ¢ M .�«¿ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ s0, ±®¢¯ ¤ ¾¹¥© ± ¨²¥°¯°¥² ¶¨¥© s ¢±¾¤³, ª°®¬¥  °£³¬¥²®¢x1; x2; : : : ; xn, ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ s� x1;x2;:::;xnm1;m2;:::;mn�, £¤¥ mk { § ·¥¨¥ s0(xk).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.3.�«¿ ª ¦¤®£® ²¥°¬  t ¢ ¿§»ª¥ L ®¯°¥¤¥«¨¬ ¥£® ±² ¤ °²®¥ ¨¬¿ ¢ ±²°³ª²³°¥ M¯°¨ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ s °¥ª³°±¨¥© ¯® ±²°®¥¨¾:1. ¥±«¨ t = x { ¯¥°¥¬¥ ¿ ¿§»ª , ²® ¯®«®¦¨¬ tM[s] = s(x).2. ¥±«¨ t = c { ª®±² ²  ¿§»ª , ²® ¯®«®¦¨¬ tM[s] = cM.3. ¤«¿ ²¥°¬  t ¢¨¤  t = f(t1; t2; : : : ; tn) ¯®«®¦¨¬tM[s] = fM �tM1 [s]; tM2 [s]; : : : ; tMn [s]� :�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.4.�«¿ ´®°¬³«» '(x1; x2; : : : ; xm) ¢ ¿§»ª¥ L, ±²°³ª²³°» M ¨ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ s ¢¥© ¿§»ª  ®¯°¥¤¥«¨¬ ®²®¸¥¨¥ M j= '[s] ' ¨±²¨® ¢ M ¯°¨ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ s°¥ª³°±¨¥© ¯® ±²°®¥¨¾ ´®°¬³«»:1. ¥±«¨ ' ¨¬¥¥² ¢¨¤ P (t1; t2; : : : ; tn), ²® M j= '[s] ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ < tM1 ; tM2 ; : : : ; tMn >2 PM.2. ¥±«¨ ' = : , ²® M j= '[s] ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  M j=  [s] ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±² (²® ¥±²¼  ¥ ¨±²¨ ).3. M j= '& [s] ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®²®¸¥¨¿ M j= '[s] ¨ M j=  [s]¢»¯®«¥» ®¤®¢°¥¬¥®.4. M j= ' _  [s] ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¥® M j= '[s] ¨«¨ M j=  [s].5. M j= ' �  [s] ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¥¢¥°®, ·²® M j= '[s] ¨«¨M j=  [s] (¥²°³¤® ¯®¿²¼, ·²® ½²® ®§ · ¥², ·²® ¨§ ¨±²¨®±²¨ ' ±«¥¤³¥²¨±²¨®±²¼  ),¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, M j= :' _  [s].6. M j= ' �  [s] ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  M j= ' �  [s] ¨ M j=  � '[s]®¤®¢°¥¬¥®, ²® ¥±²¼ M j= (' �  ) & ( � ').7. M j= 9x'(x; x1; : : : xn)[s] ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ½«¥-¬¥²  m 2M ¢»¯®«¥® M j= '(x; x1; : : : ; xn)[s�xm�].8. M j= 8x'(x; x1; : : : ; xn) ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ½«¥¬¥² m 2M ¢»¯®«¥® M j= '(x; x1; : : : ; xn)[s�xm�].� � � ��¥£ª® ¯®¿²¼, ·²® ¬» ®¯°¥¤¥«¨«¨   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ®²®¸¥¨¥ ¨±²¨®±²¨ ´®°¬³«»'(x1; x2; : : : ; xn)    ¡®°¥ < m1;m2; : : : ;mn > ½«¥¬¥²®¢  «£¥¡° ¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°».� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ M j= '(m1;m2; : : : ;mn) ¢¬¥±²®M j= '(x1; x2; : : : ; xn)[s� x1; x2; : : : ; xnm1;m2; : : : ;mn�]:



5.2. ������� ������ 99� ½²®¬ ±«³· ¥ £®¢®°¿², ·²® m1;m2; : : : ;mn ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±¢®©±²¢³ ' ¢ ¬®¤¥«¨ M�¡®±®¢ ¨¥¬ ½²®£® ±«³¦¨² ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥®°¥¬  5.2.1.�²®¸¥¨¥ M j= '[s] § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² § ·¥¨© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ s   ±¢®¡®¤-»µ ¯¥°¥¬¥»µ ´®°¬³«» '.� � � � � � � � � � � � � �.� · «  ¤®ª ¦¥¬, ·²® ±² ¤ °²®¥ ¨¬¿ «¾¡®£® ²¥°¬  § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² § ·¥¨©¨²¥°¯°¥² ¶¨¨   ¯¥°¥¬¥»µ, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ²¥°¬.�«¿ ½²®£® ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ ¤¢³µ ¨²¥°¯°¥² ¶¨© s1 ¨ s2 ¨¬¥¥² ¬¥±²® s1(x1) =s2(x1); s1(x2) = s2(x2); : : : ; s1(xk) = s2(xk).�«¿ ²¥°¬  ¢¨¤  t = c { ª®±² ²  ¯°¨ «¾¡®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ tM = cM,   ¤«¿ ²¥°¬ t(x1; : : : ; xn) = xl ¨¬¥¥¬ tM[s1] = s1(xl) = s2(xl) = tM[s2].� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¡ §  ¨¤³ª¶¨¨ ¯°®¢¥°¥ , ¨ ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® t {¯°®¨§¢®«¼»© ²¥°¬ ¨ ¤«¿ ²¥°¬®¢ ¡®«¥¥ ¯°®±²®£® ±²°®¥¨¿  ¸¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.�³±²¼ t = f(t1; : : : ; tk). �®£¤ , ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨¬¥¨ ²¥°¬ ,tM[s1] = fM �tM1 [s1]; : : : ; tMk [s1]� :� ª ª ª ¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾tM1 [s1] = tM1 [s2]; : : : ; tMk [s1] = tMk [s2];¯®«³· ¥¬, ·²® tM[s1] = fM �tM1 [s2]; : : : ; tMk [s2]� = tM[s2].�¥¬ ± ¬»¬ ¯¥°¢»© ½² ¯ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» § ¢¥°¸¥.�²®°®© ½² ¯ ¯°®¢¥¤¥¬ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® ±²°®¥¨¾ ´®°¬³«» '. �°¨ ½²®¬ ¡³¤¥¬ ±·¨-² ²¼, ·²® ±°¥¤¨ fx1; x2; : : : ; xng ±®¤¥°¦ ²±¿ ¢±¥ ¯¥°¥¬¥»¥, ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ´®°¬³«³ '(±¢®¡®¤»¥ ¨ ±¢¿§ »¥). �®-¯°¥¦¥¬³ ¯³±²¼ s1(x1) = s2(x1); s1(x2) = s2(x2); : : : ;s1(xk) = s2(xk) ¤«¿ ¤¢³µ ¨²¥°¯°¥² ¶¨© s1 ¨ s2.�«¿  ²®¬ °»µ ´®°¬³« ¢¨¤  P (t1; t2; : : : ; tk), ³·¨²»¢ ¿ ¤®ª § ®¥ ¢»¸¥ ±¢®©±²¢®¨¬¥¨ ²¥°¬ , ¯®«³· ¥¬ < tM1 [s1]; tM2 [s1]; : : : tMk [s1] >2 PM ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ < tM1 [s2]; tM2 [s2]; : : : tMk [s2] >2 PM, ·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¡ §³ ¨¤³ª¶¨¨.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ' { ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ´®°¬³«  ¨ ¤«¿ ´®°¬³« ¡®«¥¥ ¯°®±²®£® ±²°®-¥¨¿ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.�³±²¼ ´®°¬³«  ' ¨¬¥¥² ¢¨¤ '1&'2. �®£¤  ±®£« ±® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨±²¨®±²¨M j='[s1] ° ¢®±¨«¼® ®¤®¢°¥¬¥®¬³ ¢»¯®«¥¨¾ ®²®¸¥¨© M j= '1[s1] ¨ M j= '2[s1].�® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ®²®¸¥¨¿ M j= '1[s1] ¨ M j= '2[s1] ° ¢®±¨«¼»®²®¸¥¨¿¬ M j= '1[s2] ¨ M j= '2[s2] ±®®²¢¥²±²¢¥®. �®±«¥¤¥¥, ±®£« ±® ®¯°¥¤¥«¥-¨¾, ° ¢®±¨«¼® ²®¬³, ·²® M j= '[s2].�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ' ¨¬¥¥² ¢¨¤ 8x (x). �®£¤  M j= '[s1] ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ ¢±¥µ½«¥¬¥²®¢ m 2 M M j=  [s1�xm�]. �® s1�xm�(x) = m = s2�xm�(x). � ª¨¬ ®¡° §®¬,¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ M j=  [s2� xm�] ¤«¿ ¢±¥µ m 2M , ²® ¥±²¼ M j= '[s2].� «¼¥©¸¥¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾. ��®ª §  ¿ ²¥®°¥¬  ¤¥« ¥² ª®°°¥ª²»¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥.



100 ����� 5. ���������-��������� �������¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.5.�³±²¼ � { ¢»±ª §»¢ ¨¥ ¢ ¿§»ª¥ L,M {  «£¥¡° ¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  ¿§»ª  L. �³¤¥¬£®¢®°¨²¼, ·²® � ¨±²¨® ¢M ¨ ¯¨± ²¼ M j= �, ¥±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®© (° ¢®±¨«¼® ¤«¿«¾¡®©) ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ s ¨¬¥¥² ¬¥±²® M j= �[s].�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.6.�²°³ª²³° M  §»¢ ¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ ²¥®°¨¨ T , ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ¢»±ª §¢ ¨¿ � 2 T¡³¤¥² M j= �. � � � ��°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¢ ¿§»ª¥ ²¥®°¨¨ ³¯®°¿¤®·¥»µ ¯®«¥© ° ±±¬®²°¥²¼ ²¥°¬»t1(x; y) = s(p(x; y); e); t2(x; y) = s(p(x; y); y), ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ s1 ¨ s2, ¨¬¥¾¹¨¥ § ·¥-¨¿ s1(x) = 1; s1(y) = 1; s2(x) = 2; s2(y) = 0 ¢ ±²°³ª²³°¥  ²³° «¼»µ ·¨±¥« ± ¥±²¥-±²¢¥»¬¨ ¨¬¥ ¬¨ ª®±² ², ´³ª¶¨® «¼»µ ¨ ¯°¥¤¨ª ²»µ ±¨¬¢®«®¢. �»·¨±«¨²¥§ ·¥¨¿ ²¥°¬®¢ ¯°¨ ½²¨µ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¿µ,   ² ª¦¥ ¨±²¨®±²¼ ´®°¬³«» "(t1; t2) ¯°¨¤ »µ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¿µ. �¡¥¤¨²¥±¼ ¢ ²®¬, ·²® ¨±²¨®±²¼ ¢»±ª §»¢ ¨¿8x8y" (p (x; y) ; p (y; x))¥ § ¢¨±¨² ®² ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.7.�¢¥ ¬®¤¥«¨ M ¨ N ¥ª®²®°®© ²¥®°¨¨  §»¢ ¾²±¿ ½«¥¬¥² °® ½ª¢¨¢ «¥²»-¬¨, ¥±«¨ ¢ ¨µ ¨±²¨» ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥ ¢»±ª §»¢ ¨¿, ²®·¥¥, ¤«¿ «¾¡®£® ¢»±ª §»¢ ¨¿� ¡³¤¥² M j= � ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  N j= �.� ª² ½«¥¬¥² °®© ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¬®¤¥«¥© § ¯¨±»¢ ¥²±¿ M � N.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ½«¥¬¥² °® ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ¬®¤¥«¨ ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ «®£¨ª¨ ¥° §-«¨·¨¬»6. � ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢ , ¥¢»° §¨¬»¥ ¢ ¿§»ª¥²¥®°¨¨, ³ ½²¨µ ¬®¤¥«¥© ¡³¤³² ° §«¨·»¬¨ ( ¯°¨¬¥°, ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·® ¬ -«»µ ½«¥¬¥²®¢ ¢ ²¥®°¨¨ ³¯®°¿¤®·¥»µ ¯®«¥©), ·²® ¢¥¤¥² ª ¢®§¬®¦®±²¨ ¨±¯®«¼§®-¢ ²¼ ¢«®¦¥¨¥ ¬®¤¥«¥© ¢ ¨¬ ½«¥¬¥² °® ½ª¢¨¢ «¥²»¥, ® ®¡« ¤ ¾¹¨¥ °¿¤®¬ ®¢»µ±¢®©±²¢. �°¨ ½²®¬ ¢«®¦¥¨¥ ®¡« ¤ ¥² ¯°¨¶¨¯®¬ ¯¥°¥®±  { ±¢®©±²¢®¬ ½«¥¬¥² °®©½ª¢¨¢ «¥²®±²¨. �°¨¬¥°®¬ ½²®£® ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨¶¨¯ ° ±¸¨°¥¨¿ �. �¥©¡¨¶ .6�¡¥ ½²¨ ¬®¤¥«¨ ± ¢³²°¥¥© (¨§³²°¨ ¬®¤¥«¨) ²®·ª¨ §°¥¨¿  ¤¥ª¢ ²® ®¯¨±»¢ ¾²±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ²¥®°¨¾. �¤ ª® ¢¥¸¨© ¢§£«¿¤, ±° ¢¥¨¥ ½²¨µ ¬®¤¥«¥© ± ¯®§¨¶¨©¥ª®²®°®© ¤°³£®© ²¥®°¨¨ (¨«¨ ¬®¤¥«¨) ¯®§¢®«¿¥² ³¢¨¤¥²¼ ° §«¨·¨¿ ¢ ±²°®¥¨¨. � ª, ¯°¨¬¥°, ¿§»ª  °¨´¬¥²¨ª¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¬®¤¥«¨ ¨¬¥¥² ¯®«¥ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«. �²°®¿¥±² ¤ °²®¥ ° ±¸¨°¥¨¥, ¬» ¯®«³· ¥¬ ¬®¤¥«¼ ²®© ¦¥ ²¥®°¨¨. �¥¸¨© ¢§£«¿¤  ¯ °³ ½²¨µ ¬®¤¥«¥©,  ¯°¨¬¥°, ± ¯®§¨¶¨©  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢, ¯®§¢®«¿¥²³¢¨¤¥²¼ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥, ®²«¨·»¥ ®² ³«¿ ½«¥¬¥²» ¢ ° ±¸¨°¥¨¨. �°®¬¥ ²®£®,±² ¤ °²®¥ ¢«®¦¥¨¥, ¯®ª §»¢ ¾¹¥¥ ¥²°¨¢¨ «¼®±²¼ ° ±¸¨°¥¨¿, ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨²¨ ®¤®© ¬®¤¥«¨. �®·® ² ª ¦¥ ² ª¨¥ ¬®¦¥±²¢  ª ª ¬®¦¥±²¢® ª®¥·»µ, ¡¥±ª®-¥·® ¬ «»µ ·¨±¥« ¥ ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ «®£¨ª¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¯®½²®¬³ ¥ ¿¢«¿¾²±¿®¡º¥ª² ¬¨, ª®²®°»¥ ¬®¦® ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¢ ° ¬ª µ ¬®¤¥«¨ ¨ ¥¥ ° ±¸¨°¥¨¿, ²® ¥±²¼¿¢«¿¾²±¿ ¢¥¸¨¬¨.



5.2. ������� ������ 101�°¨¢¥¤¥¬  ªª³° ²»¥ ´®°¬³«¨°®¢ª¨ ¢»¸¥±ª § »µ ¨¤¥©.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.8.�«£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» M ¨ N  §»¢ ¾²±¿ ¨§®¬®°´»¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥²¡¨¥ª¶¨¿ F : M �! N ² ª ¿, ·²®1. ¤«¿ «¾¡®© ª®±² ²» c ¢ ¿§»ª¥ L F �cM� = cN,2. ¤«¿ «¾¡®£® n- °®£® ´³ª¶¨® «¼®£® ±¨¬¢®«  f ¨ «¾¡®£®  ¡®° < m1;m2; : : : ;mn > ½«¥¬¥²®¢ MnF �fM (m1;m2; : : : ;mn)� = fN (F (m1); F (m2); : : : ; F (mn)) ;3. ¤«¿ «¾¡®£® n-¬¥±²®£® ¯°¥¤¨ª ²  P ¢ L< m1;m2; : : : ;mn >2 PM ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ < F (m1); F (m2); : : : ; F (mn) >2 PN¤«¿ «¾¡®£®  ¡®°  < m1;m2; : : : ;mn >2Mn.� ª² ¨§®¬®°´¨§¬  ¬®¤¥«¥© § ¯¨±»¢ ¥²±¿ M ' N.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.9.�²°³ª²³°  M  §»¢ ¥²±¿ ¯®¤±²°³ª²³°®© ±²°³ª²³°» N, ¥±«¨1. M � N ,2. ¤«¿ ª ¦¤®© ª®±² ²» c ¢ L cM = cN,3. ¤«¿ «¾¡®£® ¯°¥¤¨ª ²  P 2 Pn PM = PN \Mn,4. ¤«¿ «¾¡®£® ´³ª¶¨® «¼®£® ±¨¬¢®«  f 2 Fn fM = fNjMn .�®, ·²® M ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤±²°³ª²³°®© N, § ¯¨±»¢ ¥²±¿ M � N. � ½²®¬ ±«³· ¥£®¢®°¿² ² ª¦¥, ·²® N ¿¢«¿¥²±¿ ° ±¸¨°¥¨¥¬ M.�®¬¡¨¨°³¿ ¯®¿²¨¿ ¨§®¬®°´¨§¬  ¨ ¯®¤±²°³ª²³°», ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯®¿²¨¿¢«®¦¥¨¿.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.10.�®¢®°¿², ·²® ±²°³ª²³°  M ¨§®¬®°´® ¢ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ±²°³ª²³°³ N, ¥±«¨ ±³-¹¥±²¢³¥² ¨§®¬®°´¨§¬ M   ¥ª®²®°³¾ ¯®¤¬®¤¥«¼ ±²°³ª²³°» N.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.11.�®¢®°¿², ·²® M ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥² °®© ¯®¤±²°³ª²³°®© ±²°³ª²³°» N, ¥±«¨1. M � N,2. ¤«¿ «¾¡®© ´®°¬³«» '(x1; x2; : : : ; xn) ¨ «¾¡»µ ½«¥¬¥²®¢m1;m2; : : : ;mn, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ M , ¢»¯®«¥®N j= '(m1;m2; : : : ;mn) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ M j= '(m1;m2; : : : ;mn).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2.12.�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¬®¤¥«¼ M ²¥®°¨¨ T ½«¥¬¥² °® ¢ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ¬®¤¥«¼N, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¨§®¬®°´¨§¬M   ¥ª®²®°®³¾ ½«¥¬¥² °³¾ ¯®¤¬®¤¥«¼M0 ¬®¤¥«¨N.



102 ����� 5. ���������-��������� �������®¤¥«¼ N ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ½«¥¬¥² °»¬ ° ±¸¨°¥¨¥¬ ¬®¤¥«¨M ¨ § ¯¨±»¢ ²¼ M �� N.�·¥¢¨¤»¬ ®¡° §®¬, ¬®¤¥«¼ ¨ ¥¥ ½«¥¬¥² °®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥² °®½ª¢¨¢ «¥²»¬¨.x5.3. �®¡ ¢«¥¨¥ ®¢»µ ±¨¬¢®«®¢�³±²¼ T { ¥ª®²®° ¿ ²¥®°¨¿ ¢ ¿§»ª¥ L. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢»±ª §»¢ ¨¥8x9 y ('(x; y)&8 z ('(x; z) � y = z))¨±²¨® ¢ ¥ª®²®°®© ¬®¤¥«¨ ²¥®°¨¨ T . �®£¤  ¬» ¬®¦¥¬ ¢¢¥±²¨ ¢ ¿§»ª L ®¢»© ´³ª-¶¨® «¼»© ±¨¢®« F', ¯°¨ ½²®¬ ¨±µ®¤®¥ ¢»±ª §»¢ ¨¥ ¤®¡ ¢«¿¥²±¿ ¢ ·¨±«®  ª±¨®¬²¥®°¨¨. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬» ° ±¸¨°¿¥¬ ²¥®°¨¾ T ¢ ¿§»ª¥ L ¤® ¥ª®²®°®© ²¥®°¨¨ T 0¢ ° ±¸¨°¥®¬ ¿§»ª¥ L0. �°¨ ½²®¬, ®¤ ª®, "¨·¥£® ®¢®£®" ¢ ¨±µ®¤³¾ ²¥®°¨¾ ¥¤®¡ ¢«¿¥²±¿, ¨¡® «¾¡ ¿ ´®°¬³« , ¨±¯®«¼§³¾¹ ¿ ´³ª¶¨® «¼»© ±¨¬¢®« F', ¬®¦¥²¡»²¼ "° ±¸¨´°®¢  " ¨ § ¯¨±   ¡¥§ ¥£®, ª ª ´®°¬³«  ²¥®°¨¨ T ¢ ¿§»ª¥ L. �®-«¥¥ ®¡¹¥, n- °»© ´³ª¶¨® «¼»© ±¨¬¢®« f ¢®¤¨²±¿   «®£¨·®, ¥±«¨ ¢ ¥ª®²®°®©¬®¤¥«¨ ¨±²¨® ¢»±ª §»¢ ¨¥8x18x2; : : : ;8xn9 y (' (x1; x2; : : : ; xn; y) &8 z (' (x1; x2; : : : ; xn; z) � y = z)) :�® ¦¥ ± ¬®¥ ª ± ¥²±¿ ¨ ¤®¡ ¢«¥¨¿ ª ¿§»ª³ ®¢»µ ¯°¥¤¨ª ²®¢: ª ¦¤®© ´®°¬³«¥'(x1; x2; : : : ; xn) ¢ ¿§»ª¥ L ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¨ª ²»© ±¨¬¢®« P' ¨  ª±¨®¬ 8x18x2 : : :8xnP' (x1; x2; : : : ; xn) � ' (x1; x2; : : : ; xn) :� ¯°¨¬¥°, ¢ ¿§»ª £¥®¬¥²°¨¨ ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ¤¢³µ¬¥±²»© ¯°¥¤¨ª ² ° ¢¥±²¢ , ¯®-« £ ¿ x = y ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  "(x; y)&"(y; x) ¨ ¤®¡ ¢«¿¿  ª±¨®¬³8x8 y (x = y) � ("(x; y)&"(y; x)).� ¬¥· ¨¥. �  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¢¢®¤¨²¼ ®¢»¥ ±¨¬¢®«» ¨ ±®ª° ¹¥¨¿ ¢ ¿§»ª ¬®¦®¨ ¡¥§ ¯°®¢¥°ª¨ ¢»¯®«¨¬®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ´®°¬³«. �±¥ ¤¥«® ¢ ²®¬, ·²®, ¢¢®¤¿®¢»© ´³ª¶¨® «¼»© ¨«¨ ¯°¥¤¨ª ²»© ±¨¬¢®«, ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ¥£® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼¯°¨ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨ ²¥®°¨¨, ·²® ¶¥«¥±®®¡° §® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¢¢®¤¨-¬»¥ ®¡º¥ª²» ¬®¦® "¯®²°®£ ²¼", ²® ¥±²¼ ®¨ °¥ «¼® ±³¹¥±²¢³¾². �²® ¦¥ ª ± ¥²±¿±®ª° ¹¥»µ ®¡®§ ·¥¨©, ²® ®¨ · ±²® ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¤«¿ ±®ª° ¹¥¨¿ ´®°¬ «¼»µ²¥ª±²®¢. � ¯°¨¬¥°, ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ ¢ ¿§»ª¥ £¥®¬¥²°¨¨ (±¬. ´®°-¬³«³   ±²°. 96) ¬®¦® ¯°¨¿²¼ §  ®¢»© ¤¢³µ¬¥±²»© ¯°¥¤¨ª ²»© ±¨¬¢®« jj(:; :) ¨¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ±®¢¥°¸¥® ¥ § ¤ ¢ ¿±¼ ¢®¯°®±®¬ °¥ «¼®£® ±³¹¥±²¢®¢ -¨¿ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ ¢ ª ª®©-«¨¡® ¬®¤¥«¨ £¥®¬¥²°¨¨.�®·® ² ª ¦¥ ¬®¦® ¢¢®¤¨²¼ ¨ ®¢»¥ ª®±² ²»¥ ±¨¬¢®«». �³±²¼ ¢ ¥ª®²®°®©¬®¤¥«¨ ²¥®°¨¨ T ¨±²¨® ¢»±ª §»¢ ¨¥9x ('(x)&8 y ('(y) � y = x)) ;



5.4. ������� �������� 103£¤¥ ' { ¥ª®²®° ¿ ´®°¬³« . �®£¤  ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ®¢³¾ ª®±² ²³ c', ¤®¡ ¢«¿¿ ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¢»±ª §»¢ ¨¥ ª ¬®¦¥±²¢³  ª±¨®¬ ²¥®°¨¨.�³±²¼M { ¥ª®²®° ¿ ¬®¤¥«¼ ²¥®°¨¨ T ¢ ¿§»ª¥ L. �®¡ ¢¨¬ ª ¬®¦¥±²¢³ ª®±² ²¿§»ª  ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¬®¤¥«¨ M, ª ¬®¦¥±²¢³ ´³ª¶¨® «¼»µ ±¨¬¢®«®¢ { ¬®¦¥±²¢®¢±¥µ ´³ª¶¨©, § ¤ »µ   Mn (¤«¿ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ n), ¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¥ ¢M ,   ª ¬®¦¥±²¢³ ¯°¥¤¨ª ²®¢ { ¢±¥¢®§¬®¦»¥ n-¬¥±²»¥ ®²®¸¥¨¿   ¬®¦¥±²¢¥ M .�  ª±¨®¬ ¬ ²¥®°¨¨ T ¤®¡ ¢¨¬ ¢»±ª §»¢ ¨¿, µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ¢¢¥¤¥-»µ ´³ª¶¨© ¨ ®²®¸¥¨©, ±´®°¬³«¨°®¢ »¥ ¢ ¿§»ª¥ L0, ¯®«³·¥®¬ ¯³²¥¬ ¤®¡ -¢«¥¨¿ ®¢»µ ±¨¬¢®«®¢ ª ¿§»ª³ L. �¬¥¾²±¿ ¢ ¢¨¤³ ±¢®©±²¢ , ¢»° ¦¥»¥ ¢ ¿§»ª¥²¥®°¨¨ T { ¢ «®£¨ª¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª .�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ²®¬, ·²® M ¡³¤¥² ¬®¤¥«¼¾ "®¡®£ ¹¥®©" ²¥-®°¨¨.x5.4. �°¨¶¨¯ ¯¥°¥®± �  ¯°®²¿¦¥¨¨ ½²®£® ¯ ° £° ´  ¬» ±·¨² ¥¬ ´¨ª±¨°®¢ »¬¨ ¥ª®²®°®¥ ¥¯³-±²®¥ ¬®¦¥±²¢® I ¨ ¬¥°³ �°¥¸¥ �. � ¸¥ ¨§«®¦¥¨¥ ´ ª²¨·¥±ª¨ ¨¤¥² ¯ ° ««¥«¼®¯ ° £° ´³ 2.2.�³±²¼ L { ¿§»ª ¨±·¨±«¥¨¿ ¯°¥¤¨ª ²®¢ ¨ T { ¥ª®²®° ¿ ²¥®°¨¿ ¢ ¥¬. � ±±¬®²°¨¬ª« ±± K = fMi : i 2 Ig ¬®¤¥«¥© ²¥®°¨¨ T . �³±²¼ M = Si2IMi { ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¢±¥µ¬®¦¥±²¢-®±¨²¥«¥© ¬®¤¥«¥© ª« ±±  K. �®¦¥±²¢® ´³ª¶¨© ± ®¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥¨¿I, ¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¥ ¢ M , ®¡®§ ·¨¬ KI .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.4.1.�¢¥ ´³ª¶¨¨ f; g 2 KI  §®¢¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ¥±«¨ � fi 2 I : fi 6= gig = 0,²® ¥±²¼ ´³ª¶¨¨ f ¨ g ±®¢¯ ¤ ¾² ¯®·²¨ ¢±¾¤³.�¨² ²¥«¾ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¢¢¥¤¥®¥ ®²®¸¥¨¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨   KI .�«¿ ª ¦¤®© ª®±² ²» c ¿§»ª  L ®¯°¥¤¥«¨¬ cM ª ª ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ´³ª-¶¨¨ i 7! cMi .�±«¨ F { n- °»© ´³ª¶¨® «¼»© ±¨¬¢®«, ²® ¤«¿ i 2 I ° ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾~F : I �!M , ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¯° ¢¨«®¬~F (i) = FMi (f1(i); f2(i); : : : ; fn(i)) ;£¤¥ f1; f2; : : : ; fn { ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¨ ª« ±±®¢ m1;m2; : : : ;mn 2 KI ±®®²¢¥²±²¢¥®.�¡®§ ·¨¬ FM ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ´³ª¶¨¨ ~F .�«¿ n-¬¥±²®£® ¯°¥¤¨ª ²  P ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® < m1;m2; : : : ;mn >2 PM ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ i 2 I ¨¬¥¥² ¬¥±²® < f1(i); f2(i); : : : ; fn(i) >2 PMi ,£¤¥ fs { ¯°®¨§¢®«¼»© ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¼ ½«¥¬¥²  ms.�°¥¤« £ ¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿ ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥:�¥¬¬  5.4.1.�¡º¥ª²» FM ¨ PM ¥ § ¢¨±¿² ®² ¢»¡®°  ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ¢ ª« ±± µ ½ª¢¨¢ «¥²-®±²¨. �



104 ����� 5. ���������-��������� �������¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.4.2.�²°³ª²³°³ M, ¨¬¥¾¹³¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¨¬¥ ª®±² ², ´³ª¶¨® «¼»µ ¨ ¯°¥¤¨ª ²-»µ ±¨¬¢®«®¢ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢¢¥¤¥»¥ ¢»¸¥ ®¡º¥ª²»,  §®¢¥¬ ³«¼²° ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¥¬ ª« ±±  ¬®¤¥«¥© K.�±«¨ ¢±¥ ¬®¤¥«¨ ª« ±±  K ¨§®¬®°´» ¥ª®²®°®© ¬®¤¥«¨ N, ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥³«¼²° ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥  §»¢ ¾² ³«¼²° ±²¥¯¥¼¾ ¬®¤¥«¨ N.�» ¤®ª ¦¥¬ ®±®¢³¾ ²¥®°¥¬³ ®¡ ³«¼²° ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿µ, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹³¾ �. �®-±¾ [20], ¨§ ª®²®°®© ¢»¢¥¤¥¬ ¯°¨¶¨¯ ¯¥°¥®±  ¨ ¯®ª ¦¥¬, ª ª ¨§ ¤®ª § ®£® ¯°¨-¶¨¯  ¢»¢®¤¨²±¿ ¯°¨¶¨¯ �¥©¡¨¶ . �¥¬ ± ¬»¬ ®¡®±®¢ ¨¥ ¨±·¨±«¥¨¿ ¡¥±ª®¥·®¬ «»µ �. �. �¥©¡¨¶  ¡³¤¥² § ª®·¥®.�±²¥±²¢¥®, ¬» ®²¤ ¥¬ ±¥¡¥ ®²·¥² ¢ ²®¬, ·²® ¥¯°®²¨¢®°¥·¨¢®±²¼ ¢±¥©  ¸¥©²¥®°¨¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® «¨¸¼ ®²®±¨²¥«¼® ¥ª®²®°®© ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢.�¥®°¥¬  5.4.1.1. �³±²¼ t(x1; x2; : : : ; xn) { ²¥°¬ ¢ L; m1;m2; : : : ;mn 2 M . �®£¤  ¨¬¿ ²¥°¬  t ¢±²°³ª²³°¥ M ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³:�³±²¼ ~t { ´³ª¶¨¿, ±®¯®±² ¢«¿¾¹ ¿ ª ¦¤®¬³ i 2 I ¨¬¿ ²¥°¬  t ¢ ¬®¤¥«¨ Mi{ tMi (f1(i); f2(i); : : : ; fn(i)). 7 �®£¤  tM { ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ´³ª¶¨¨ ~t.2. �«¿ ª ¦¤®© ´®°¬³«» '(x1; x2; : : : ; xn) ²¥®°¨¨ T ¨ «¾¡®£®  ¡®°  ½«¥¬¥²®¢m1;m2; : : : ;mn ±²°³ª²³°» M ±¯° ¢¥¤«¨¢®M j= '(m1;m2; : : : ;mn)²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ � fi 2 I : Mi j= ' (f1(i); f2(i); : : : ; fn(i))g = 1;£¤¥, ª ª ®¡»·®, ·¥°¥§ fs ®¡®§ ·¥ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¼ ½«¥¬¥²  ms.�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¨±²¨®±²¼ ¢ ³«¼²° ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨ ®§ · ¥², ·²® ±®®²¢¥²-±¢³¾¹¥¥ ¢»±ª §»¢ ¨¥ ¨±²¨® ¯®·²¨ ¢ ª ¦¤®¬ ±®¬®¦¨²¥«¥.3. �«¿ «¾¡®£® ¢»±ª §»¢ ¨¿ � ¢ L M j= � ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  � ¨±-²¨® ¯®·²¨ ¢® ¢±¥µ ¬®¤¥«¿µ ª« ±±  K.� � � � � � � � � � � � � �.1. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨¬¥¨ ²¥°¬  ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¢±¿ª®£® ²¥°¬ ¢¨¤  xk; c; F (x1; x2; : : : ; xn), £¤¥ F { ¯°®¨§¢®«¼»© ´³ª¶¨® «¼»© ±¨¬¢®«.�²® ¯°¨¬¥¬ §  ¡ §³ ¨¤³ª¶¨¨ ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® t { ¯°®¨§¢®«¼»© ²¥°¬ ¨ ¤«¿¢±¥µ ²¥°¬®¢, ¨¬¥¾¹¨µ ¡®«¥¥ ¯°®±²®¥ ±²°®¥¨¥ ²¥®°¥¬  ¤®ª §  .�³±²¼ t = F (t1(x1; : : : ; xn); t2(x1; : : : ; xn); : : : ; tm(x1; : : : ; xn)).�¡®§ ·¨¬ g(k) : g(k)i = tMik (f1(i); : : : ; fn(i)). �®£¤ , ¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤-¯®«®¦¥¨¾, tMk ¥±²¼ ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ´³ª¶¨¨ g(k). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨¬¥¨ ²¥°¬ , tM(f1; f2; : : : ; fn) = FM �tM1 ; : : : ; tMm � = [ ~F ], £¤¥ ~F {´³ª¶¨¿, ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¯° ¢¨«®¬ ~F (i) = FMi �g(1)i ; : : : ; g(n)i �.7(f1; f2; : : : ; fn { ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¨ m1;m2; : : : ;mn ±®®²¢¥²±²¢¥®)



5.4. ������� �������� 105�³±²¼ FM(f1; : : : ; fn) ¥±²¼ ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¥ª®²®°®© ´³ª¶¨¨ G. �®£¤ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ i ¨ «¾¡®£® k ¡³¤¥²FMik = g(k)i ¨Gi = FMi �g(1)i ; : : : ; g(n)i � :� ª¨¬ ®¡° §®¬, ´³ª¶¨¨ G ¨ F ½ª¢¨¢ «¥²» ¨ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬»�®±¿ ¤®ª § ®.2. �²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª ¦¥¬ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® ±²°®¥¨¾ ´®°¬³«» '. �°¨ ½²®¬·¨² ²¥«¾ ± ¬®±²®¿²¥«¼® ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¯°®¢¥°¨²¼ ¡ §³ ¨¤³ª¶¨¨ ¤«¿  ²®¬ °-»µ ´®°¬³«, ª®²®° ¿ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ° ±±³¦¤¥¨¥¬,   «®£¨·»¬ ° ±±³¦¤¥¨¾,¯°¨¢¥¤¥®¬³ ¤«¿ ²¥°¬®¢.�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ´®°¬³«», ¯°¥¤¯®«®¦¨¢ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¤«¿ ¢±¥µ´®°¬³« ± ¬¥¼¸¨¬ ·¨±«®¬ «®£¨·¥±ª¨µ ±¢¿§®ª ¨ ª¢ ²®°®¢, ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®-¢¥¤¥¬ ¤«¿ ²°¥µ ±«³· ¥¢: ' = : ; ' =  1& 2; ' = 9x (x; x1; x2; : : : ; xn). � ±-±³¦¤¥¨¿ ¤«¿ ®±² «¼»µ ±¢¿§®ª ¨ ª¢ ²®°  ¢±¥®¡¹®±²¨ ¯°¥¤« £ ¥¬ ¯°®¢¥±²¨·¨² ²¥«¾.(a) � ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ¯®«³· ¥¬: M j= ' ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¥¢¥°®,·²® M j=  .�® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨±²¨®±²¼ ´®°¬³«» (f1; : : : ; fn) ¢ ¬®¤¥«¨ M ° ¢®±¨«¼  ²®¬³, ·²®� fi 2 I :Mi j=  (f1(i); : : : ; fn(i))g = 1:� ª ª ª fi 2 I :Mi j= ' (f1(i); : : : ; fn(i))g == I n fi 2 I :Mi j= ' (f1(i); : : : ; fn(i))g ;� fi 2 I :Mi j= ' (f1(i); : : : ; fn(i))g == 1� � fi 2 I :Mi j=  (f1(i); : : : ; fn(i))g :�®, ² ª ª ª ' ¨±²¨ ,� fi 2 I :Mi j=  (f1(i); : : : ; fn(i))g = 0¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, � fi 2 I :Mi j= ' (f1(i); : : : ; fn(i))g = 1:(b) �«¿ ±«³· ¿ ' = '1&'2 ¨±²¨®±²¼ ' ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ®§ · ¥² ®¤®¢°¥-¬¥³¾ ¨±²¨®±²¼ '1 ¨ '2.� ª ª ª, ®·¥¢¨¤®, fi 2 I :M j= ' (f1(i); : : : ; fn(i))g == fi 2 I :M j= '1 (f1(i); : : : ; fn(i))g\



106 ����� 5. ���������-��������� ������fi 2 I :M j= '2 (f1(i); : : : ; fn(i))g ;±«¥¤®¢ ²¥«¼®, � fi 2 I :M j= ' (f1(i); : : : ; fn(i))g == � fi 2 I :M j= '1 (f1(i); : : : ; fn(i))g �� fi 2 I :M j= '2 (f1(i); : : : ; fn(i))g = 1¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾.(c) � ±±¬®²°¨¬,  ª®¥¶, ²°¥²¨© ±«³· ©. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨±²¨®±²¨ M j= '®§ · ¥², ·²® ¤«¿ ¥ª®²®°®£® m 2 M ¨¬¥¥² ¬¥±²® M j=  (m; f1; : : : ; fn),·²®, ¯® ¨¤³ª¶¨®®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾, ° ¢®±¨«¼® ²®¬³, ·²®� fi 2 I : Mi j=  (mi; f1(i); : : : ; fn(i))g = 1:�¡®§ · ¿ ¯®±«¥¤¥¥ ¬®¦¥±²¢® E , ¯®«³·¨¬, ·²® ¤«¿ i 2 E ¡³¤¥² Mi j=9 z ( (z; f1(i); : : : ; fn(i)), ²® ¥±²¼ ¨±²¨  ´®°¬³«  ' ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ i 2 I.�¡° ²®, ¯³±²¼ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ i ¡³¤¥²Mi j= ' (f1(i); : : : ; fn(i)) :�®£¤  ¯°¨ i 2 E' Mi j= 9 z (z; f1(i); : : : ; fn(i)).� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ i ¯®«³· ¥¬, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²®Mi j=  (zi; f1(i); : : : ; fn(i))¤«¿ ¥ª®²®°®£® zi 2Mi.� ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾ Z : Z(i) = zi ¤«¿ ¢±¥µ i 2 I. �®£¤ , ¯® ¯®±²°®¥¨¾,¤«¿ ª« ±±  ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ f ´³ª¶¨¨ Z ¨¬¥¥¬ M j= 9x (f; f1; : : : ; fn),²® ¥±²¼ M j= '(f1; : : : ; fn). �²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³ ¨ ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥.�³¬¬¨°³¿ ¢±¥ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥»¥ ° ±±³¦¤¥¨¿, ¯°¨¬¥¿¿ ¬¥²®¤ ¨¤³ª¶¨¨, ¯®-«³· ¥¬ § ª«¾·¥¨¥ ²¥®°¥¬» �. �®±¿.3. �®±«¥¤¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ¨ ·¥¬ ¨»¬, ª ª ¯°¨¶¨¯®¬ ¯¥°¥®± ,®·¥¢¨¤® ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥£®.�¥¯¥°¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ¯®«®±²¼¾ § ¢¥°¸¥®. ��«¥¤±²¢¨¥. �«¼²° ±²¥¯¥¼ «¾¡®© ¬®¤¥«¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¥ ½«¥¬¥² °»¬ ° ±¸¨°¥¨-¥¬. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·® ¯®±²°®¨²¼ ¯®¤¬®¤¥«¼ Md, ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ®¡° §®¬M ¯°¨ ¢«®¦¥¨¨ d : d(m) { ¥±²¼ ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥¨²®±²¨ ¯®±²®¿®© ´³ª¶¨¨ i 7!m. �°¨ ½²®¬, ² ª ª ª ®·¥¢¨¤®, ·²® d { ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥,   Md²°¨¢¨ «¼® ¢¢®¤¨²±¿ ±²°³ª²³°  ¬®¤¥«¨ ²¥®°¨¨ T , ¨§®¬®°´®© ¨±µ®¤®© ¬®¤¥«¨ M.�®, ·²® ®  ½«¥¬¥² °® ½ª¢¨¢ «¥²  ³«¼²° ±²¥¯¥¨, ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¯¥°¥®± .� �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ª ª¨¬ ®¡° §®¬ ¨§ ¤®ª § ®© ²¥®°¥¬» ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨¶¨¯�¥©¡¨¶ .



5.4. ������� �������� 107� ±±¬®²°¨¬ ²¥®°¨¾ ³¯®°¿¤®·¥»µ ¯®«¥© FP . �®¡ ¢¨¬ ª ¬®¦¥±²¢³ ´³ª¶¨®- «¼»µ ±¨¬¢®«®¢ ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ´³ª¶¨¨ ± domf � Rn ± ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿-¬¨. �²¥±¥¬ ª  ª±¨®¬ ¬ ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ±¢®©±²¢  ½²¨µ ´³ª¶¨©. �¥²°³¤® ¯®¿²¼,·²® ¬®¦¥±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ± ¥±²¥±²¢¥»¬¨  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ¨®²®¸¥¨¥¬ ¯®°¿¤ª  ¡³¤¥² ¬®¤¥«¼¾ ¯®«³·¥®© ²¥®°¨¨. � ±±¬®²°¨¬ «¾¡³¾ ¥¥ ³«¼²° -±²¥¯¥¼ �<.�®£¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ �®±¿ �< ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥² °»¬ ° ±¸¨°¥¨¥¬ ¬®¤¥«¨ R. �°¨-¶¨¯ ¦¥ �¥©¡¨¶  ±² ®¢¨²±¿ ¯°®±²® ´ ª²®¬ ®¤®¢°¥¬¥®© ¨±²¨®±²¨ ¥ª®²®°®©´®°¬³«» ¢ ¿§»ª¥  ¸¥© ²¥®°¨¨. �¥² «¨ ¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾.�¥ª®¬¥¤³¥¬ ·¨² ²¥«¾ ° §®¡° ²¼±¿, ª ª ²¥®°¥¬  �. �®±¿ "° ¡®² ¥²" ¯°¨ ¯¥°¥µ®-¤¥ ®² ±² ¤ °²®© ¬®¤¥«¨  °¨´¬¥²¨ª¨ ª ¬®¦¥±²¢³ £¨¯¥° ²³° «¼»µ ·¨±¥«,   ² ª¦¥®² ° ¶¨® «¼»µ ª £¨¯¥°° ¶¨® «¼»¬ ·¨±« ¬.
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